№1 дәріс
Тақырыбы: I-тарау.  Бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер.
Негізгі түсініктер мен анықтамалар. Бағыт өрісі. Изоклина әдісі. Коши есебі. Айнымалылары бөліктенетін дифференциалдық теңдеулер 
Жоспар.
1. Негізгі түсініктер мен анықтамалар.

2.  Бірінші ретті теңдеудің шешімінің геометриялық мағынасы. Интегралдық қисықтар.

3. Коши есебі.
4. Жалпы шешу. Дербес шешу. Жалпы интеграл. 
5. Айнымалысы бөліктенетін теңдеудің анықтамасы.

6. Айнымалысы бөліктенетін теңдеуді интегралдау әдісі.

7. Айнымалысы бөліктенетін теңдеуге келтірілетін теңдеулер.

8. Айнымалысы бөліктенетін теңдеуге келтірілетін теңдеуді интегралдау.

1. Негізгі түсініктер мен анықтамалар
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 облысында берілген кейбір үзіліссіз функция болсын. 

Бірінші ретті дифференциалдық теңдеуді оқуды туындысы арқылы айқындалған
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теңдеуінен бастайық. Мұнда 
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тәуелсіз айнымалы (яғни аргумент), ал 
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тің белгісіз функциясы. 

1-Анықтама. Тәуелсіз айнымалы 
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, белгісіз функция 
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 және оның бірінші ретті туындысы 
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ті байла-ныстырып тұратын қатынасты бірінші ретті дифференциалдық теңдеу деп атайды. 

2-Анықтама. Егер дифференциалдық теңдеудегі белгісіз функция бір ғана тәуелсіз айнымалының функциясы болса, онда оны жай дифференциалдық теңдеу деп атайды. 

Бұл тарауда негізінен бірінші ретті жай дифференциалдық теңдеулерді қарастырамыз. Оның жалпы түрі былайша жазылады:
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(1) теңдеуді туындысы арқылы айқындалған не бірінші ретті дифференциалдық теңдеудің нормаль түрі деп атайды. 

(2) теңдеудің шешуі жөнінде түсінік берейік:

3-Анықтама. 
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 функциясы (1) теңдеудің шешуі деп аталады, егер 
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2) барлық 
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3) 
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 аралығында (1) теңдеуді тепе-теңдікке айналдырса:
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Енді бірінші ретті дифференциалдық теңдеудің симметриялық деп аталатын түріне тоқтала кетейік. (1) теңдеуді қарастырайық. 
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(3) бірінші ретті теңдеудің симметриялық түрі деп аталады, бұдан тиісті операциялар арқылы (1) теңдеуді алуға болады. 

 2. Бірінші ретті дифференциалдық теңдеулердің геометриялық мағынасы. Интегралдық қисықтар

(1) теңдеудің 
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 түріндегі шешуін табудың ылғи да сәті түсе бермейді, көпшілік жағдайда 
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 түрінде айқындалмаған болып келеді. Жалпы (1) теңдеуді шешуін табу процесін оны интегралдау деп те атайды, (1) теңдеу шешуінің 
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 облысындағы сәйкес қисығының графигі интегралдық қисықтар деп аталады. 
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 жазықтықтағы тікбұрышты координаттар болсын. Онда, жоғарыда айтылғандай, (1) теңдеудің 
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 шешуінің графигі ретінде оған бір қисық сәйкес келеді. Осы қисықты бұдан әрі интегралдық қисық деп атаймыз. Кейде осы интегралдық қисықтың өзін шешу деп қарастыруға болады. (1) теңдеудің сол жағы 
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 осінің оң бағытымен 
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 нүктесі арқылы жүргізілген жанаманың арасындағы бұрыштың тангенсі болатыны белгілі. Сондықтан 
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 сияқты кезкелген нүктеде 
[image: image31.wmf]J

 облысында (1) теңдеу белгілі бір бағыт береді, яғни координаттары 
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 әр нүктеде салынған векторлар пайда болады. Осы әр нүктеден салынған векторлар өріс бағытын береді. Бұл бағыт кезкелген 
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 теңдеуі арқылы анықталады. 

Осы қасиеті арқылы интегралдық қисықтарды басқа толып жатқан қисықтардан ажыратып алуға болады (жазықтықтағы нүкте арқылы шексіз көп қисықтар жүргізуге болатынын ұмытпаңыз).

Анықтама. Егер интегралдық қисықтың әрбір нүктесінде (1) теңдеумен анықталатын өрістің көлбеу бағыты әрқашанда бірдей болса, онда оны изоклина деп атайды. 

Изоклинаның теңдеуі 



[image: image35.wmf]k

y

x

f

=

)

,

(


 (4)

мұнда 
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тұрақты сан, 
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 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]OX

-

j

 осімен интегралдық қисыққа жүргізілген жанама арасындағы бұрыш. Яғни (1) теңдеу өріс бағыттарының изоклинасы 
[image: image39.wmf]J

 облысының барлық нүктесінде өріс бағыттары бірдей 
[image: image40.wmf]k

 бұрыштық коэффициентіне тең қисықты айтады. Изоклина (1) теңдеу шешуін аналитикалық түрде таппай-ақ, оның интегралдық қисықтарының графиктік түрде шешімін алуға болады. 

Мысалы1. 
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 дифференциалдық теңдеуінің изоклина көмегімен жуық шешімін құру керек.

Шешуі. Изоклина теңдеуін жазамыз 
[image: image42.wmf]y

x

y

x

f

-

=

2

)

,

(

 
[image: image43.wmf]k

y

x

=

-

Þ

2

, 
[image: image44.wmf]-

k

ға мән беріп, бірнешеш изоклина сызамыз.
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 функциясының графигінің кез келген нүктесі арқылы ox осімен  
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 бұрыш жасайтын изоклиналар сызамыз, сол сияқты 
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 графигінің кез келген нүктесі арқылы ox осімен 
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 графигінің кез келген нүктесі арқылы ox осімен 
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 жасайтын изоклиналар сызамыз. 

Сол изоклиналарды жанап өтетін қисық сызықтар берілген бірінші ретті дифференциалдық теңдеудің жуық шамамен құрылған жалпы шешімі болып табылады.
Өз бетімен шығаруға есептер

Изоклина әдісімен келесі дифференциалдық теңдеулердің интегралдық қисықтарының бейнесін сал. 
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Ескерту: Дифференциалдық теңдеуді интегралдауды дифференциалдауға кері есеп деп қарастыруға болады. Мысалы, интегралдық есептеулерде берілген 
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 функциясының анықталмаған интегралы (алғашқы функциясы) табылады. Мұны теңдеу арқылы былай жазуға болады; егер алғашқы функцияны 
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 арқылы таңбалайтын болсақ 
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мұндағы 
[image: image60.wmf]C

-кез келген тұрақты. (6) теңдіктен белгісіз функция 
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 бірмәнді болмайтындығы шығады, ал бұл (5) дифференциалдық теңдеудің шексіз көп шешуі болатынын көрсетеді. Егер шешуде 
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 кез келген тұрақты болса, оны жалпы шешу деп атайды. Ал 
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-ға белгілі бір мән берсек дербес шешу шығады. Практика жүзінде (5) теңдеудің шексіз көп шешулерінің бәрін қарастырудың қажеті болмайды, көпшілік жағдайда дербес деп аталатын шешулер қарастырылады. 

3. Коши есебі

(1) теңдеу үшін Коши есебі былай қойылады: 

(1) теңдеудің толып жатқан барлық шешулерінің ішінен берілген 
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 мәніне функцияның өзі 
[image: image65.wmf]0

y

 мәнін қабылдайтындай 



[image: image66.wmf])

(

x

y

j

=


(7)

шешуін табу қажет, яғни 
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мұндағы 
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 және 
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 бастапқы берілгендер, ал (8) бастапқы шарт деп аталады. Коши есебін геометриялық тұрғыдан былай өрнектейміз: (1) теңдеудің толып жатқан барлық интегралдық қисықтарының ішінен жазықтықта берілген 
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 арқылы өтетінін табу керек. 

Егер 
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 саны бар болып, осы сан үшін 
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 шешуі анықталса, онда Коши есебінің тек бір ғана шешуі болады, басқа шешуі болуы мүмкін емес. 

Егер Коши есебінің бір ғана емес бірнеше шешуі болса, онда 
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 нүктесінде жалғыз ғана шешуінің бар болуы бұзылады деп есептеледі. 

4. Жалпы шешу. Дербес шешу. Жалпы интеграл
(1) теңдеудің шексіз көп шешулерінің 
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 тұрақтыға байланысты болатын 
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шешуі жалпы шешу деп аталады. Бұл геометриялық тұрғыдан 
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 жазықтығында интегралдық қисықтар тобын өрнектейді. Осы жалпы шешуден бастапқы берілгендер 
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 арқылы Коши есебінің шешуін алуға болады. (9) теңдікке 
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(10) теңдікті (9) теңдікке қойып Коши түріндегі дербес шешуді алуға болады. 
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Мысал: Теңдеудің жалпы шешуі 
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 нүктесіне сәйкес Коши түріндегі шешуін тап. 
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-Коши түріндегі шешу (дербес шешу). Бұл геометриялық тұрғыдан 
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 нүктесі арқылы өтетін жалғыз ғана интегралдық қисықты көрсетеді. 

Егер (1) теңдеудің шешуі 
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түрінде алынса, оны жалпы интеграл деп айтады. (12) теңдіктен
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5. Ерекше шешу

Коши есебінің жалғыздық шарты бұзылатын әрбір нүктедегі шешу ерекше шешу деп аталады. Геометриялық тұрғыдан ерекше шешу теңдеу шешулерінің интегралдық қисықтар тобының құрамында болмайды, сондықтан да теңдеу жалпы шешуінің бар болатын облысында жатпайды. 

6. Айнымалылары бөліктенетін дифференциалдық теңдеулер
Айнымалылары бөліктенетін теңдеулер (3) симметриялық түріндегі теңдеуге ұқсас. 

Анықтама-1.
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Бұл айнымалылары бөлектенген теңдеу. Практика жүзінде (14) теңдеудің екі жағын 
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ерекше шешулер, себебі тұрақты шама 
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7. Айнымалысы бөліктенетін теңдеуге келтірілетін теңдеулер
Анықтама 2. 
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Айнымалылары бөліктенетін теңдеуге келтірелетін теңдеуді шешу үлгісі :
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Қайталауға арналған сұрақтар

1. Қандай теңдеуді дифференциалдық теңдеу деп атайды?

2. Қандай теңдеуді жай дифференциалдық теңдеу деп атайды?

3. 
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4. Изоклина дегеніміз не? Ол не үшін қолданылады?

5. Қандай есепті Коши есебі дейміз?

6. Теңдеудің жалпы шешімі деп қандай шешімді айтамыз?

7. Жалпы шешімнен дербес шешімді қалай аламыз? Мысал келтір. 

8. Жалпы интегралды түсіндір, жалпы интегралмен жалпы шешудің арасында байланыс қандай?
10. Теңдеуден айнымалылары бөліктенетін теңдеу алу үшін не істейсің? Мысал келтір. 
11. Айнымалылары бөлектенген теңдеуді интегралдау үшін не істейсің? Мысал келтір. 

12. Теңдеудің ерекше шешіміне күдікті шешуін қалай табар едің? Қандай жағдайда күдікті болмай ерекше болатынын түсіндір.

13. Айнымалылары бөліктенетін теңдеуге келтірілетін теңдеудің жалпы түрін көрсетіңіз, қалай интегралданады?
14. 1 -ретті теңдеудің симметриялық түрі қандай теңдеу?

Ұсынылатын  әдебиеттер:
Негізгі:
1. Арнольд В.И. Обыкновенные дифференциальные уравнения. М.Наука,1975.

2. Бибиков Ю.Н. Курс обыкновенных дифференциальных уравнений. М.Высшая шк., 1991.

3. Еругин Н.П. Книга для чтения по общему курсу дифференциальных уравнений. Минск. Изд-во «Наука и техника», 1972.

4. Матвеев Н.М. Методы интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений. Минск, Вышэйш.школа,1974.

5. Немыцкий В.В., Степанов В.В. Качественная теория дифференциальных уравнений. М.Л, Гостехиздат, 1949.

6. Понтрягин Л.С. Обыкновенные дифференциальные уравнения. М.Наука, 1982.

7. Степанов В.В. Курс дифференциальных уравнений. М.Физматгиз, 1959.
8. Тихонов А.Н., Васильева А.Б.,Свешников А.Г. Дифференциальные  уравнения. М.Наука, 1979.
9. Эльсгольц Л.Э. Дифференциальные уравнения и вариационное исчисление. М.Наука, 1969.
10. Ибрашев Х.И., Харасахал В.Х. Лекции по теории устойчивости движения. Алматы, 1966.
11. Әбдіманапов С.,Сматов Т. Дифференциалдық теңдеулер курсы. Астана «Нұржол»2004.

12. Сматов Т.С. Жай дифференциалдық теңдеулер курсы (интегралдау әдістері). ҚарМУ, Қарағанды 2006.

Қосымша: 
13. Камке Э. Справочник по обыкновенным дифференциальным уравнениям. М.Наука, 1976.

14. Карташев А.П., Рождественский Б.Л. Обыкновенные диффенренциальные уравнения и основы вариационного исчисления. М. Наука, 1980.

15. Краснов М.Л., Кисилев А.И., Макаренко Г.И. Сборник задач по обыкновенным дифференциальным уравнениям. М.Высшая шк., 1978.

16. Петровский Н.Г. Лекции по теории обыкновенных дифференциальных уравнений. М. Наука, 1984.

17. Абдыманапов С.А., Еспаева Г.А. Руководство к решению задач по дифференциальным уравнениям (учебное пособие)Караганда,1991.

№2 дәріс
Тақырыбы: Біртекті және оған келтірілетін теңдеулер
Жоспар.
9. Біртекті функцияның анықтамасы.

10. Біртекті теңдеудің анықтамасы.

11. Біртекті теңдеуді интегралдау.

12. Біртекті теңдеуге келтірілетін теңдеулер және интегралдау.
13. Жалпыланған біртекті теңдеулер.
1. Біртекті функцияның анықтамасы
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2. Біртектін  тендеудін анықтамасы 

2-Анықтама. Егер (1) теңдеуде 
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Егер (1) теңдеу (4) түріне келтірілсе, онда ол біртекті теңдеу . 
3. Біртекті теңдеуді интегралдау

Біртекті теңдеуді интегралдау үшін 



[image: image153.wmf]tx

y

=


(5)

ауыстыруын қолданайық, мұнда 
[image: image154.wmf]t

 
[image: image155.wmf]-

x

тің белгісіз жаңа функциясы, бұдан 



[image: image156.wmf]xdt

tdx

dy

+

=


(6)

(5), (6)-ны (1) – ге қойсақ:


[image: image157.wmf]0

)

)(

,

(

)

,

(

=

+

+

xdt

tdx

tx

x

N

dx

tx

x

M

 

(3)– ға сүйенсек 
[image: image158.wmf]0

)

)(

,

1

(

)

,

1

(

=

+

+

xdt

tdx

t

N

m

x

dx

t

M

m

x




[image: image159.wmf](

)

0

)

,

1

(

)

,

1

(

)

,

1

(

=

+

+

dt

t

xN

dx

t

tN

dx

t

M


(7)

айнымалылары бөліктенетін теңдеу алдық. 


[image: image160.wmf]0

)

,

1

(

)

,

1

(

)

,

1

(

=

+

+

t

tN

t

M

dt

t

N

x

dx

;

[image: image161.wmf];

dt

tN

M

N

Ce

x

ò

+

=

-


Егер 
[image: image162.wmf])

(

t

dt

tN

M

N

y

=

+

-

 деп алсақ, онда 



[image: image163.wmf])

(

t

Ce

x

y

=

немесе 
[image: image164.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

x

y

Ce

x

y


 (8)

жалпы интеграл

Ерекше шешу: Айнымалылары бөліктенетін теңдеу алу үшін (7) – ті 
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Қайталауға арналған сұрақтар:

1. 1-ретті теңдеудің симметриялық түрі қандай теңдеу?

9. Біртекті теңдеу деп қандай теңдеуді айтады? Мысал келтір. 

10.  
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 қандай теңдеу және оны қалай интегралдайсың?

11. Біртекті теңдеуге келтірілетін теңдеудің түрлерін анықта және қандай ауыстырулар қолданылатынын көрсет?
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№3 дәріс
Тақырыбы: 1 -ретті сызықтық теңдеулер. Бернулли және Риккати  теңдеулері

Жоспар:

1. Сызықтық теңдеудің анықтамасы.

2. Сызықтық теңдеудің жалпы қасиеттері.

3. Біртекті емес сызықтық теңдеуді интегралдау.

4. Тұрақтыны вариациялау әдісі (Лагранж әдісі) және Бернулли әдісі.

5. Біртекті емес сызықтық теңдеудің шешімінің құрылымы.

6. Сызықтық теңдеуге келтірілетін теңдеулер. Бернулли теңдеуі. Риккати теңдеуі.

1. Сызықтық теңдеудің анықтамасы

Анықтама. Егер 1-ретті дифференциалдық теңдеу ізделетін белгісіз функция және оның туындысы 
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 бойынша сызықты болып келсе, оны сызықтық теңдеу деп атайды. 

Мәселен, 
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 деп алып, теңдеудің екі жағын бөлейік, сонда
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Егер 
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болса, сызықтық емес 1-ретті теңдеу деп атайды. 

Алдымен біртекті сызықтық теңдеуді интегралдайық. 
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Бұдан әрі (2) теңдеуді (1) теңдеуге сәйкес біртекті теңдеу деп атайды, бұл айнымалылары бөлектенетін теңдеу. 
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біртекті теңдеудің жалпы шешімі. 

2. Сызықтық теңдеудің жалпы қасиеттері

10. Тәуелсіз айнымалы 
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 аралығында анықталған, әрі дифференциалдаланатын 
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-ның функциясы арқылы ауыстырғаннан (1) теңдеудің сызықтық қалпы өзгермейді. 

20. Іздеп отырған 
[image: image304.wmf]y

 функциясын сызықтық түрде
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ауыстырғаннан (1) теңдеудің сызықтық қалпы өзгермейді, мұнда 
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 белгісіз 
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 (бұл қасиеттердің дұрыстығын өз беттеріңізбен дәлелдеңіздер). 

3. Біртекті емес сызықтық теңдеуді интегралдау

(1) теңдеуді интегралдаудың негізгі үш әдісі бар:

тұрақтыны варияциалау әдісі (Лагранж әдісі), теңдеудің сол жағын толық туындыға келтіру (Эйлер әдісі) және Бернулли әдісі. 

10 . Тұрақтыны вариациялау әдісі. Лагранж әдісі. 

Бұл әдістің мәнісі мынада: (1) теңдеудің жалпы шешуі оған сәйкес біртекті теңдеудің (3) жалпы шешуі түрінде ізделеді, бірақ 
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 тұрақтының орнына 
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Демек (1) теңдеудің жалпы шешуін
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Енді 
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Ол үшін (4) ті 
[image: image314.wmf]x

 бойынша дифференциалдаймыз. 
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20. Эйлер әдісі. Біртекті емес теңдеудің сол жағын толық туындыға келтіру немесе интегралдаушы көбейткіш әдісі. 

(1) теңдеудің екі жағын 
[image: image319.wmf]ò

=

dx

x

p

e

x

)

(

)

(

m

 көбейтсек, сонда



[image: image320.wmf]ò

ò

ò

=

+

¢

dx

x

p

dx

x

p

dx

x

p

e

x

q

ye

x

p

e

y

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

; 
[image: image321.wmf]ò

ò

=

¢

÷

ø

ö

ç

è

æ

dx

x

p

dx

x

p

e

x

q

ye

)

(

)

(

)

(

 интегралдасақ 
[image: image322.wmf]ò

ò

ò

=

dx

e

x

q

ye

dx

x

p

dx

x

p

)

(

)

(

)

(

 осыдан



[image: image323.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

ò

ò

ò

-

c

dx

e

x

q

e

y

dx

x

p

dx

x

p

)

(

)

(

)

(


(8)

(1) теңдеудің жалпы шешуі. 

30. Бернулли әдісі. 

(1) теңдеудің шешуін 
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анықталған, әрі дифференциалданатын функциялар түрінде іздейміз. 

(9) ды 
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(9) және (10) (1) ге қойып және 
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жалпы шешу. 

4. Біртекті емес сызықтық теңдеу шешуінің құрылымы. 

Теорема: Егер 
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 оған сәйкес (2) біртекті теңдеудің жалпы шешуі болса, онда (1) теңдеудің жалпы шешуі
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формуласы арқылы өрнектеледі. 

Нұсқау: Теореманы дәлелдеу үшін 
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-тің белгісіз жаңа функциясы, ауыстыруын 
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 бойынша дифференциалдап, (1) теңдеуге қоямыз, содан 
[image: image344.wmf])

(

x

z

z

=

-ті тауып қойсақ (13) шығады. 

Ескерту: (7) формулада да жақшаны ашсақ:
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шығады. (15) арқылы (1) теңдеудің бір дербес шешуін табамыз. 

Мысалдар:
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Берілген (1) біртекті емес сызықтық теңдеудің жалпы шешуін 
[image: image350.wmf]x

x

c

y

cos

)

(

=

 түрінде іздейміз, 
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 бойынша дифференциалдап, (1) теңдеудің орнына қойсақ, 
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Жоғарыдағы теоремаға сәйкес берілген теңдеудің бір дербес шешуі 
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Ескерту: Егер (1) теңдеудің 
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орынды. Бұдан мүшелеп алып тастасақ, мынау шығады
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Демек (2) біртекті теңдеудің жалпы шешуі 
[image: image360.wmf])
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 болар еді де, (1) біртекті емес теңдеудің жалпы шешуін теорема бойынша



[image: image361.wmf])

(

1

2

1

y

y

c

y

y

-

+

=

;


Қорытынды: Егер теңдеудің 
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екі дербес шешуі белгілі болса, онда теңдеудің шешуін квадратурасыз табуға болады екен. 

5. Бернулли және Риккати теңдеулері

10. Бернулли теңдеуі
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мұнда 
[image: image365.wmf]n

 нольден, бірден басқа кез келген тұрақты сан, түріндегі теңдеу Бернулли теңдеуі деп аталады. 

Бұл теңдеуді алғаш рет Яков Бернулли (1695ж) қолданған, ал шешуін тапқан інісі Иван Бернулли. 
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 болғанда (16) теңдеу біртекті емес сызықтық теңдеу, ал 
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 болғанда айнымалылары бөлектенетін теңдеу болатынын көрсету қиын емес. (16) теңдеуді интегралдау үшін, оның екі жақын 
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мұнда теңдеудің бірінші мүшесі 
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 қасындағы көбейткіштің бір тұрақты коэффицентке ғана айырмашылығы бар туындысы болып тұр. Сондықтан,
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 EMBED Equation.3  [image: image373.wmf]x

-тің жаңа белгісіз функциясы, ауыстыруын қолданған қолайлы. (18) ді 
[image: image374.wmf]x

 бойынша дифференциалдасақ, сонда
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(18), (19)-ды (17) ге қойсақ:
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(20)

біртекті емес сызықтық теңдеу. 

Демек, жалпы шешуі
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Егер (18) еске алсақ
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(16) Бернулли теңдеуінің жалпы шешуі:

Ерекше шешу: 
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 болғанда теңдіктің екі жағын 
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 шешуін жоғалтуымыз мүмкін, ал 
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 теңдеудің шешуі емес. 
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 (21) формула бойынша 
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 болғанда шығады, ол дербес шешу, себебі 
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 болғанда ғана ерекше шешу болуы мүмкін. 

20. Риккати теңдеуі:

Анықтама. Егер
[image: image389.wmf])

,

(

y

x

f

y

=

¢

 теңдеуінің оң жағы 
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оны Риккати теңдеуі деп атайды, мұнда 
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Егер 
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 болса біртекті емес сызықтық теңдеу болар еді, сондықтан 
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Теорема: Егер (22) теңдеудің бір дербес шешімі 
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 белгілі болса, оны Бернулли теңдеуіне келтіруге болады. 

Дәлелдеу: Айталық (22) теңдеудің 
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 шешімі белгілі болсын, онда
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орынды. 
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-тің жаңа белгісіз функциясы. (24)-ды (22)-ге қойсақ
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(23)-ді еске алсақ,
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(25)

Бернулли теңдеуі шығады. 

(25)-ды 
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ауыстыруы арқылы
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(27)

біртекті емес сызықтық теідеуге келтіріледі. 

Практика жүзінде (24) және (26)-ді еске алсақ,
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ауыстыруы (22) теңдеуді бірден сызықтық теңдеуге келтіреді. 

Мысал:
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 Рикатти теңдеуі. 
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 дербес шешуі бірден сызықтық теңдеуге келтіру үшін 
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біртекті емес сызықтық теңдеу шығады. Осыдан 
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-ды тауып, орнына қойсақ жалпы шешуі 
[image: image414.wmf]y

 шығады. (өз беттеріңізбен шығарыңыздар). Рикатти теңдеуі жалпы шешуінің құрылымын қарастырайық. 

(27) теңдеу шешуінің құрылымы:
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(29)

болатыны белгілі. Мұнда 
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 (27) теңдеудің дербес шешуі, ал 
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 (27) теңдеуге сәйкес біртекті теңдеудің жалпы шешуі. 

(28)-ті еске алсақ,
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Демек, шешуінің құрылымы кез келген тұрақтыға байланысты бөлшек-сызықтық функция. 

Ескерту: 1) Егер Рикатти теңдеуінің екі дербес шешімі белгілі болса, онда оның жалпы шешуі бір ғана квадратура арқылы табылады (бір рет қана интегралданады). 

Мәселен, Рикатти теңдеуінің 
[image: image419.wmf]1
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 және 
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дербес шешімдері болса, онда (28) бойынша 
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 ауыстыру формуласы Рикатти теңдеуін сызықтық теңдеуге келтіріледі. 

2) Егер Рикатти теңдеуінің үш дербес шешімі болса, ешбір квадратурасыз табылады (интегралдаудың қажеті жоқ). Мәселен, Рикатти теңдеуінің дербес шешімдері 
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Онда 
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 сызықтық теңдеудің шешімі болар еді. Демек, 
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Сызықтық теңдеудің жалпы шешуін осы арқылы ешбір квадратурасыз табуға болады. 

Енді мына мәселеге тоқталайық. 

Алғаш рет 1841 ж. Лиувилль Рикатти теңдеуінің жалпы (22) түріндегі теңдеуі ылғида квадратура арқылы интегралдана бермейтінін көрсеткен. 

Сондықтан, Рикатти теңдеуінің практикада көп қолданылатынын еске ала отырып, квадратура арқылы интегралданатын түріне тоқталайық. 

Рикатти теңдеуінің квадратура арқылы интегралданатын кейбір қарапайым түрлері:

1) 
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-кез келген тұрақтылар, айнымалылары бөлектенетін теңдеу болғандықтан квадратура арқылы интегралданады. 
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 мұнда 
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 кез келген тұрақтылар. Бұлда айнымалылары бөлектенетін теңдеу. 

3) 
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 біртекті теңдеу. 

4) 
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[image: image433.wmf]x
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 мұнда 
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-тің жаңа белгісіз функциясы, ауыстыруы арқылы айнымалылары бөлектенетін теңдеуге келтіріледі. 

5) 
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 жалпыланған біртекті теңдеу. 
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 ауыстыруы арқылы айнымалылары бөлектенетін теңдеуге келтіріледі. 

Қайталауға арналған сұрақтар. 

1) Сызықтық теңдеу деп қандай теңдеуді айтамыз?

2) Сызықтық теңдеудің қандай түрлері бар?

3) Сызықтық теңдеудің түрлеріне байланысты интегралдау әдістері қандай?

4) Біртекті емес сызықтық теңдеулерді интегралдаудың қандай әдістері бар, оларды атап шық?

5) Біртекті емес сызықтық теңдеу шешімінің құрылымы жөніндегі теореманы қайтала?

6) Сызықтық біртекті емес теңдеудің дербес шешімін табу формуласын қалай қорытып шығамыз?

7) Сызықтық теңдеуге келтірілетін теңдеулерді атап шық?

8) Оларды интегралдау үшін (Сызықтық теңдеуге келтіру үшін) қандай әдістер қолданылады?

9) Сызықтық теңдеудің шешімін квадратурасыз (интегралдамай-ақ) табу үшін не қажет?
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№4 дәріс
Тақырыбы: Толық дифференциалдық теңдеулер. Интегралдаушы көбейткіш, оның қасиеттері мен табу әдістері

Жоспар:

1. Толық дифференциалдық теңдеуді интегралдау.

2. Интегралдаушы көбейткіш.

3. Интегралдаушы көбейткіш және ерекше шешім.

4. Интегралдық көбейткіштің бар болуы жөніндегі теорема.
1. Толық дифференциалдық теңдеуді интегралдау

Анықтама. Егер 
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Анықтама бойынша
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жалпы интеграл. 
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Жалпы интегралы 
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10. Жалпы интегралды табу
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болатыны матанализден белгілі. 
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барлық 
[image: image451.wmf]G

y

x

Î

)

,

(

 үшін математикалық анализ курсында қисықсызықты интеграл тарауында, егер 
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Осыдан (3)-дің 2-теңдігі бойынша
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жалпы интеграл немесе жалпы шешуі. 

Мысал: 
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демек, берілген теңдеу толық дифференциалды теңдеу. Сондықтан,
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жалпы шешімі.

2. Интегралдаушы көбейткіш
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толық дифференциалды теңдеу болмасын дейік. 

Анықтама. Егер (8) теңдеудің екі жағын 
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толық дифференциалды теңдеу. Сондықтан
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(жеткілікті шарты)
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бұл 1-ретті дербес туындылы теңдеу. 

Интегралдаушы көбейткішті табу үшін мына жағдайларды қарастырайық. 
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Мысал: 
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демек 
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толық дифференциалдық теңдеу. 

2) 
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болсын. Бұл жағдайды өз-беттеріңізбен қорытып шығарыңыздар. 

Нұсқау: (11) теңдеуді қарастыру қажет. 

3) 
[image: image478.wmf](

)

[

]

y

x

,

w

m

m

=

 екі айнымалының функциясы болсын. Онда (11) былай жазылады:



[image: image479.wmf]y

d

d

M

x

d

d

N

x

N

y

M

¶

¶

-

¶

¶

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

-

¶

¶

w

w

m

w

w

m

w

m

1

1

1

1

)

(






[image: image480.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

[

]

y

x

e

d

y

M

x

N

x

N

y

M

d

,

      

;

ln

1

1

1

1

w

j

w

m

w

w

f

w

m

w

f

w

w

w

m

w

m

w

w

f

=

ò

=

=

=

¶

¶

-

¶

¶

¶

¶

-

¶

¶

=

¢

ò




а) егер 
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б) егер 
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Мысал:
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толық дифференциалды теңдеу. 

3. Интегралдаушы көбейткіш және ерекше шешім

(8) толық дифференциалдық емес теңдеуді алайық. 
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бұдан 
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бұдан мынадай қорытынды жасауға болады. Ерекше шешім интегралдаушы көбейткіштер 
[image: image495.wmf]¥

-ке айналатын нүктелерде болады. 

4. Интегралдық көбейткіштің бар болуы жөніндегі теорема

Егер 
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 аймағында (8) теңдеудің жалпы интегралы 
[image: image497.wmf](

)

c

y

x

u

=

,

болып және 
[image: image498.wmf](

)

y

x

u

,

 интегралының осы аймақта 2-ретті дербес туындылары бар болса, онда (8) теңдеудің интегралдаушы көбейткіші бар болады. 

Дәлелдеу: 
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жүйені қанағаттандырады. (15) біртекті жүйенің нольге тең емес шешуі бар, сондықтан
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немесе 
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(17)-ні (14)-ға қойсақ
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мұндағы 
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Теорема: Егер 
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 (8) теңдеудің интегралдаушы көбейткіші болып, ал 
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(8) теңдеудің интегралдаушы көбейткіші болады. 

Дәлелдеу: (8) теңдеудің екі жағын (19)-ға көбейтсек



[image: image514.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

=

=

=

=

+

=

+

0

1

1

1

1

du

u

d

du

u

dy

N

dx

M

u

dy

N

dx

M

u

j

j

m

m

j

mj


(20)

(8) теңдеудің сол жағы 
[image: image515.wmf](

)

ò

du

u

j

 функциясының толық дифференциалы, сондықтан (19) формуладан анықталған 
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-де (8) теңдеудің интегралдаушы көбейткіші. 

Қорытынды: 1) Кез келген интегралдаушы көбейткіш (19) формула арқылы табылады. 

 2) интегралдаушы көбейткіш жалғыз ғана емес, бірнешеу болуы мүмкін. 

Салдар: Егер 
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 (8) теңдеудің өзара тең емес интегралдаушы көбейткіштері болса, онда 
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(8) теңдеудің жалпы интегралы. (19)-ке сәйкес 
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Мысал: 
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жалпы интеграл. 

Берілген айнымалылары бөлектенетін теңдеудің шешімін тауып, 
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 оның жалпы интегралы болатынын көрсетіңіздер. 

Қайталауға арналған сұрақтар. 

1) Толық дифференциалды теңдеу деп қандай теңдеуді айтамыз?

2) Теңдеудің симметриялық түрі толық дифференциалды болу үшін қандай қажетті және жеткілікті шарт қойылады?

3) Толық дифференциалды теңдеуді интегралдау әдісі қалай?

4) Интегралдаушы көбейткіш деген не? Және ол не үшін қажет?

5) Интегралдаушы көбейткіштерді табудың кейбір әдістері қандай?

6) Интегралдаушы көбейткіш ерекше шешім табуға қолданыла ма?, ол қалай қолданылады. 
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№5 дәріс 

Тақырыбы: Коши есебі шешуінің бар болуымен жалғыздығы жөніндегі теоремалар. Ерекеше шешімдер

Жоспар.

1. Эйлер сынық сызығы.
2. Пеано теоремасында 
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 функциясына қойылатын шарттар.

3. Пикар теоремасында 
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 функциясына қойылатын шарттар. 

4. Пеано мен Пикаро теоремаларының негізгі айырмашылықтары. 

5. Пеано кесіндісі.

6. Ерекше шешімдер және табу әдістері.

1. Эйлер сынық сызығы
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 аймағында анықталған және үзіліссіз болсын. Онда (1) теңдеу 
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(1) теңдеудің оң жағы үзіліссіз болғандықтан, оның шешуіде үзіліссіз дифференциалданатын функция, сол себептен интегралдық қисығыда тегіс (үзілген жері жоқ) болуы керек. 

Кез келген интегралдық қисықтың әр нүктесі арқылы жүргізілген жанаманың бағыты өріс бағытымен бірдей болатын қасиетті пайдаланып (изоклина әдісі, 1-қараңыз) 
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 нүктесі арқылы өтетін осы сынық сызықтар (1) теңдеудің интегралдық қисықтарының кейбір бейнесін бере алады. Олай болуы сынық сызықтардың саны 
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2. Пеано теоремасы
Егер (1) теңдеудің оң жағы 
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 бастапқы шартты қанағаттандырарын ең жоқ дегенде бір 
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Енді Коши есебі шешуінің бар болуымен қоса, жалғыздығында қамтамасыз ететін теореманы қарастырайық. 
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10. Алдымен (1) теңдеу шешуінің бар болуын дәлелдейік. 

(Біртіндеп жуықтау әдісін қолданып Пикар дәлелдеген). Бастапқы шарты берілген (1) дифференциалдық теңдеуді оған балама мына интегралдық теңдеумен ауыстырайық
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Бұл интегралдық теңдеу бастапқы шартты қанағаттандырады, себебі 
[image: image580.wmf]0

0

y

y

x

x

=

=


Біртіндеп жуықтау әдісін қолданудың мәнісі мынада: (5) интегралдық теңдеуді біртіндеп жуықтау әдісімен шешеміз, яғни 
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тізбегінің 
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 аймағынан шықпауын қамтамасыз ету қажет. Алдымен бірінші жуықтауды қарастырайық
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айырманы бағалайық
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Барлық алғашқы жуықтаулар сияқты 
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Осы қатардың жинақылығын дәлелдеу үшін, мына төмендегі айырмаларды бағалайық:
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Сонымен, (12) қатардың орнына мына қатарды қарастырайық:
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бұл жинақты қатар, себебі Даламбер белгісі бойынша:
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(17) қатардың сәйкес әрбір мүшесі (12) қатар мүшелерінен үлкен болғандықтан (екінші мүшесінен бастап) (12) қатарда жинақты, олай болса
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бұл (6) тізбектің шекті функциясы және ол 
[image: image616.wmf]h

x

x

£

-

0

 аралығында үзіліссіз. Бұған қоса 
[image: image617.wmf])

(

x

y
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Сондықтан (1) теңдеудің бастапқы шартты қанағаттандыратын шешуі бар. 
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№6 дәріс

Тақырыбы: Туындысы бойынша айқындалмаған теңдеулер. Параметр енгізу әдісі. Лагранж және Клеро теңдеуі
Жоспар:

1. Туындысы бойынша айқындалмаған теңдеулер.

2. Параметр енгізу әдісі.
3. Лагранж теңдеуі және интегралдау.

4. Клеро теңдеуі және интегралдау.
1. Туындысы бойынша айқындалмаған теңдеулер.

Мына теңдеуді қарастырайық:
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Мұндай теңдеулер үшін жай дифференциалдық теңдеулер теориясында көптеген есептер қарастырылады. 

Интегралдау мәселесі:

1) Айталық (1) теңдеу 
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 арқылы айқындалған болсын, онда бірнеше теңдеулер жиынтығын алған болар едік, мәселен
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мұнда 
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Бұл жағдайда (1) теңдеудің шешуін табу үшін, (5) теңдеудің әрқайсының шешуін табу қажет. Осы шешулердің жиынтығы (1) теңдеудің шешімі болар еді. Бұл жағдайда (1) теңдеудің шешімі түгелдей табылама, жоқпа? Деген сұрақ тууы мүмкін. 

Есеп:
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теңдеуі берілген. Бұл 
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 екі 1-ретті дифференциалдық теңдеу шығады.
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жалпы шешулері болатыны белгілі, мұнда 
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 алсақ, ол әртүрлі топқа жататын екі интегралдық қисықтар бөлігінің жиынтығы болар еді. Мәселен, 
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2) Айталық, (1) теңдеу 
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 арқылы айқындалған болсын, онда төмендегі теңдеулер жиынтығы шығады:
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мұнда 
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Бұл теңдеулер бұрын қарастырылмаған, сондықтан оларды шешуге басқа әдістер қолдану қажет. 

2. Параметр енгізу әдісі. 

(7) арасынан жеке
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теңдеуін қарастырайық. Қарастырылып отырған облыста 
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Параметр енгізу әдісінің идеясы: Бұдан бұрын жай дифференциалдық теңдеулердің шешімін немесе интегралын 
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[image: image696.wmf](

)

)

,

(

,

c

p

y

c

p

x

j

j

=

=


(9)

мұнда 
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параметр, 
[image: image698.wmf]c

жалпы шешу құрамында болатын кез келген тұрақты. 

Ескерту: Математикалық анализ курсында параметрлік түрде берілген функцияда, оның параметрлерін әдетте 
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 арқылы таңбалап едік, ал жай дифференциалдық теңдеулер теориясында параметр 
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 арқылы таңбаланады. (8) параметр енгізу әдісін жүзеге асыру төмендегіше болады:
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шығады.

Осының екі жағынан дифференциал алып, 
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немесе 
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шығады. Айталық (10) теңдеудің (ол айнымалылары бөлектенген, біртекті т. б. теңдеулер болуы мүмкін) жалпы шешуін таптық дейік, ол 
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Егер осыны (9)-ға қойсақ, (8) теңдеудің (9) параметрлік түрдегі шешуін табамыз:
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Мысал:Егер (9)-да 
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 параметрді шығарып тастауға болса, онда декарт координатасында теңдеудің жалпы шешуін алған болар едік. 

Мысал:
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берілген. 
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 теңдеуіне параметр енгізу әдісін қолданамыз. 
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осыдан толық дифференциал алсақ
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1. Егер 
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немесе 
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 сызықтық теңдеу. Теңдеуді шешіп, оның жалпы шешуі 
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 табамыз. Осыны (12)-ға қойып берілген теңдеудің параметрлік түрдегі жалпы шешуін табамыз. 

Ескерту: (1) теңдеуде 
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 арқылы анықталған түрлерін қарастырайық:
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кез келген 
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 үшін бұған мысал келтіру қиын емес. (10)-ның әрқайсысын интегралдау мәселесі де параметр енгізу әдісімен шешіледі. Мәселен, 
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Мұнда 
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Егер 
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-тің параметрлік түрдегі берілуін тапсақ, оны (15) қойып, 
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-тің де параметрлік түрдегі берілуін табар едік. 
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 және 
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 айнымалыларына байланысты дифференциалдық теңдеу алу үшін (15)-нің екі жағынан дифференциал аламыз:
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Екі жағын 
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 қатынасын еске алсақ, мынау шығады:
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Бұл теңдеу 
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және 
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айнымалыларының дифференциалдық теңдеуі. Айталық, (16) шешуі 
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 болсын дейік. Онда осыны (15)-ге қойсақ, теңдеудің параметрлік түрдегі жалпы шешуін алған болар едік:
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Егер (1) теңдеу 
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арқылы айқындалатын болса, мәселен 
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3. Лагранж теңдеуін интегралдау
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-ке байланысты 1-ретті сызықтық теңдеу шығады. (17) сызықтық теңдеу шешімінің құрылымы жөніндегі теорема бойынша, оның жалпы шешімі:
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Бұл параметрлік түрдегі жалпы шешімі, одан параметр 
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Ауыстыруы арқылы (2) теңдеудің реті бірден 
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Екі рет интегралдап, белгісіз функция 
[image: image826.wmf]y

-ті табамыз.

Ескерту: Егер 
[image: image827.wmf]1

=

-

k

n

 болса, оған 1-ретті теңдеудегі қолданған әдістер жеткілікті, ал 
[image: image828.wmf]1

>

-

k

n

онда мүмкін тағы да бір айырбастау қолдану қажет болар.

Айталық, (4) теңдеудің жалпы шешуі 
[image: image829.wmf](

)

k

n

C

C

C

x

z

-

=

,...,

,

,

2

1

j

 табылды дейік.

Онда (3)-ке сәйкес 
[image: image830.wmf](

)

(

)

k

n

k

C

C

C

x

y

-

=

,...,

,

,

2

1

j


Мұны шешу қиын емес.

2. 
[image: image831.wmf](

)

0

)

,...,

,

,

(

=

¢

¢

¢

n

y

y

y

y

F

 түріндегі теңдеудің ретін төмендету.

2) (1)теңдеу 
[image: image832.wmf]x

-ке байланысты емес, яғни



[image: image833.wmf](

)

0

)

,...,

,

,

(

=

¢

¢

¢

n

y

y

y

y

F


(5)

Бұл теңдеудің реті мына төмендегі ауыстыру арқылы төмендетілетінін көрсетейік:
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т.с.с.

математикалық индукция заңы бойынша, 
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3) (1) теңдеудің сол жағы дәл туынды болатын жағдай.

Айталық (1) теңдеудің сол жағы қандайда бір 
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немесе
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Бұл теңдеу барлық 
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болады.
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Бұл жағдайда (1) теңдеудің жалпы интегралын табумен бірге, оның ерекше шешуін де табуға болады, мәселен
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4) (1) теңдеу белгісіз функция 
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теңдігі орындалатын болса,

Бұл жағдайда 
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Немесе (10)-ды интегралдасақ,
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(12)-ні (1) теңдеуге қойып, біртекті қасиетін пайдаланып, теңдеудің екі жағын
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теңдеу шығады.

Егер (13) теңдеудің жалпы шешуін табуға мүмкіндік болса, мәселен
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Онда оны (10)-ға қойып белгісіз функция 
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Егер (13) теңдеудің жалпы шешуі табылмайтын болса
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 түріндегі теңдеудің ретін төмендету.

5) (1) теңдеу жалпыланған біртекті болатын жағдай.
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орындалатын болса, онда (1) теңдеу жалпыланған біртекті теңдеу деп аталады. Бұл жағдайда (1) теңдеуді интегралдау үшін, белгілі жалпыланған біртекті теңдеудің қасиеттерін пайдаланып 
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ауыстыруын пайдаланамыз.
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[image: image890.wmf]t

e

dt

dy

dx

dt

dt

dy

dx

dy

y

-

=

=

=

¢


Мынаны еске алу қажет: белгісіз функцияның 
[image: image891.wmf]x

бойынша туындыларын енгізілген жаңа 
[image: image892.wmf]z

функциясының жаңа 
[image: image893.wmf]t

 бойынша туындыларымен ауыстыру қажет.

Бұл жағдайда
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(15) және (16)-ны (1)теңдеуге қойып, екі жағын 
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теңдеуі шығады.

Бұл теңдеуде тәуелсіз айнымалы 
[image: image898.wmf]t

болғандықтан 2) дегі әдіспен (18)-дің ретін бірге төмендетуге болады.

Мысал:
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Бұл теңдіктердің бәрін бірдей қанағаттандыратын 
[image: image905.wmf]k

 саны бар, сондықтан берілген теңдеу жалпыланған біртекті, ендеше
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Қайталауға арналған сұрақтар.

1) Теңдеу ретін төмендету үшін белгісіз функция туындысын ауыстыру қай жағдайға жатады?

2) Теңдеу құрамында тәуелсіз айнымалы болмайтын жағдайдағы ауыстырудың қандай ерекшеліктері бар?

3) Теңдеу ретін төмендетудің тағы қандай жағдайларын білесің?

Ұсынылатын  әдебиеттер:

Негізгі:

103. Арнольд В.И. Обыкновенные дифференциальные уравнения. М.Наука,1975.
104. Бибиков Ю.Н. Курс обыкновенных дифференциальных уравнений. М.Высшая шк., 1991.

105. Еругин Н.П. Книга для чтения по общему курсу дифференциальных уравнений. Минск. Изд-во «Наука и техника», 1972.

106. Матвеев Н.М. Методы интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений. Минск, Вышэйш.школа,1974.

107. Немыцкий В.В., Степанов В.В. Качественная теория дифференциальных уравнений. М.Л, Гостехиздат, 1949.

108. Понтрягин Л.С. Обыкновенные дифференциальные уравнения. М.Наука, 1982.

109. Степанов В.В. Курс дифференциальных уравнений. М.Физматгиз, 1959.
110. Тихонов А.Н., Васильева А.Б.,Свешников А.Г. Дифференциальные  уравнения. М.Наука, 1979.
111. Эльсгольц Л.Э. Дифференциальные уравнения и вариационное исчисление. М.Наука, 1969.
112. Ибрашев Х.И., Харасахал В.Х. Лекции по теории устойчивости движения. Алматы, 1966.
113. Әбдіманапов С.,Сматов Т. Дифференциалдық теңдеулер курсы. Астана «Нұржол»2004.

114. Сматов Т.С. Жай дифференциалдық теңдеулер курсы (интегралдау әдістері). ҚарМУ, Қарағанды 2006.

Қосымша: 

115. Камке Э. Справочник по обыкновенным дифференциальным уравнениям. М.Наука, 1976.
116. Карташев А.П., Рождественский Б.Л. Обыкновенные диффенренциальные уравнения и основы вариационного исчисления. М. Наука, 1980.

117. Краснов М.Л., Кисилев А.И., Макаренко Г.И. Сборник задач по обыкновенным дифференциальным уравнениям. М.Высшая шк., 1978.

118. Петровский Н.Г. Лекции по теории обыкновенных дифференциальных уравнений. М. Наука, 1984.

119. Абдыманапов С.А., Еспаева Г.А. Руководство к решению задач по дифференциальным уравнениям (учебное пособие)Караганда,1991.

№ 8 дәріс
Тақырыбы: n-ретті дифференциалдық теңдеулер. Жалпы теория. Шешімнің фундаменталдық жүйесі. Вронский анықтауышы. Сызықтық теңдеудің жалпы шешімін құру.

Жоспар: 

1. Анықтамалар және сызықтық оператор қасиеттері.

2. Коши есебі.

3. Функциялар тобының сызықты тәуелділігі мен сызықтық тәуелсіздігі.

4. Вронский анықтауышы.

5. Остроградский-Лиувилль формуласы.
6. Тұрақты коэффициентті сызықтық біртекті теңдеуді интегралдау.

7. Тұрақты коэффициентті теңдеуге келтірілетін n-ретті сызықтық теңдеулер.
8. Эйлер теңдеуі.

1. Анықтамалар және сызықтық оператор қасиеттері
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[image: image924.wmf]n

 ретті дифференциалдық теңдеу деп аталады, мұнда 
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 айнымалының функциясы, ал 
[image: image926.wmf]y

 ізделінетін белгісіз функция. 

Егер (1) теңдеу жоғарғы туындысы арқылы айқындалса, мына түрде болады:
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Егер (1) теңдеу
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(3)

түрінде берілсе, оны 
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-ретті сызықтық дифференциалдық теңдеу деп атайды, мұнда 
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 EMBED Equation.3  [image: image931.wmf](
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Оператор қасиеттері:

1) 
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[image: image935.wmf]C

-const, оператордың біртектілігі

2)  
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Біртекті және аддитивті оператор әрқашанда сызықтық болатынын еске алайық.

3) Жоғарғы қасиеттерінен
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(4)

оңай шығады,
[image: image938.wmf]k

C

 кез-келген тұрақты. (3) теңдеуді оператор арқылы қысқаша 
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(5) 

болса біртекті сызықтық теңдеу деп атайды.

2. Коши есебі.

 (3) сызықтық теңдеу үшін бұл есеп былайша қойылады:
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кез – келген 
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біртекті теңдеудің шешімдері болса, онда сызықтық комбинация
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теңдеудің шешімі болады.

Мұны дәлелдеу (4) қатынастан шығады. Біртекті теңдеудің шешімдер тобына тікелей қатысы бар сызықтық тәуелсіз функциялар ұғымын енгізейік.

3. Функциялар тобының сызықтық тәуелділігі мен тәуелсіздігі.

Анықтама. 
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шешімдерін табу керек.

4. Вронский анықтауышы.
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анықтауышты Вронский анықтауышы деп атайды. Осы анықтауыш арқылы (6) функциялар тобының сызықты тәуелді не тәуелсіз болатынын білуге болады.
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Бұл жүйенің мардымсыз емес (нольдерден басқа, себебі, ең жоқ дегенде бір 
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Берілген функциялар 
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жүйенің шешімі болсын. Мұндай сандар бар болады, себебі жүйенің негізгі анықтауышы 
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бастапқы шарттарды қанағаттандыратын (5) біртекті теңдеудің шешімі
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Бұл шарттарды 
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5. Остроградский – Лиувилль формуласы.
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Осы вронскианның туындысын жатық жолдары бойынша табайық
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(16) анықтауыштың 1-жатық жолының элементтерін 
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2m комплекстік түбірлер (себебі комплекстік түбірлер түйіндес болатыны белгілі)

Түбірлердің саны 
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3) Айталық (8) сипаттаушы теңдеу түбірлері нақты сандар, әрі олардың арасында еселік түбірлер болсын дейік.

Егер 
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 еселік болса, онда
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Бұл көбейтіндіні дифференциялдау үшін Лейбниц ережесін пайдалансақ:
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Айталық, (8) теңдеудің 
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Сонымен 
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болады.

Жоғарғы айтылғандарға орай, егер (8) теңдеудің түбірлері 
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Бұл жағдайдағы (2) теңдеудің жалпы шешімі
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мұнда 
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сипаттама теңдеуі 
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Тұрақты коэффициентті теңдеулерге келтіретін n – ретті сызықтық теңдеулер
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біртекті 
[image: image1145.wmf]n

-ретті сызықтық теңдеуді қарастырайық, мұнда 
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-тің функциялары.

(21) теңдеуде тәуелсіз айнымалыны ауыстыру арқылы, оны коэффициенттері тұрақты теңдеуге келтіру мәселесін қарастырайық.
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ауыстыруын қолданайық.

Сонда:
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(22) – ні (21) – ге қойып 
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(24) теңдеудегі 
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шығады.

Бұл Еругин формуласы деп аталады. Егер (21) теңдеу коэффициенттері тұрақты теңдеуге айналатын болса, онда ол тек қана (25) ауыстыру формуласы арқылы келтіріледі.

Енді (25) ауыстыру формуласы арқылы тұрақты коэффициентті теңдеуге келтірілетін теңдеулерді қарастырайық.

3. Эйлер теңдеуі
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Эйлер теңдеуі деп аталатын теңдеу берілсін, мұнда 
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Бұдан 
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Сонда:
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Енді (27), (28)-ді (26)-ға қойсақ, 
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Ескерту: Эйлер теңдеуі келтірілетін тұрақты коэффициентті теңдеудің дербес шешулері 
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Мысал:
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(27) ауыстыруын қолданып, (28)-ді еске алсақ, 
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Сипаттама теңдеуінің түбірлері 
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Сондықтан мұның жалпы шешуі 
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 ал Эйлер теңдеуінің жалпы шешуі 
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Тұрақты коэффициентті n – ретті біртекті емес теңдеу және оны шешу әдістері.

Тұрақты коэффициентті n – ретті біртекті емес теңдеу және оны шешу әдістері.
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теңдеуі берілсін.

Осындай теңдеулердің 2 класын қарастырайық:
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мұнда 
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Ескерту: Теоремада айтылған дербес шешу құру әдісі-анықталмаған коэффициенттер әдісі деп аталады.
2. Дербес шешімін  табу

Мына төмендегі теңдеулерді қарастырайық:
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(2) теңдеуді (1) теңдеуге сәйкес біртекті сызықтық теңдеу деп атайды. 
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Егер пайда болатын әрбір теңдеудің дербес шешулері сәйкес
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(7)-ні (1)-ге қойып, 
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                           (8)

Бұл жүйенің негізгі анықтауышы вронскиан болғандықтан, оның бір мәнді ғана шешуі болады, өйткені 
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Сондықтан Крамер ережесі бойынша 
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-бағанасы бос мүшелермен ауыстырылған анықтауыш, ал 
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–вронскиан, (8) жүйенің негізгі анықтауышы. Бұдан
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Мұнда 
[image: image1261.wmf]i

C

–кез-келген тұрақты шама.

(9)-ды (6)-ға қойып (2) теңдеудің жалпы шешуін табамыз:
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                                             (10)

(10)-да жақшаны ашып, оң жағын (3)-пен салыстырсақ:
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                                                      (11)

шығады. Бұл (1) теңдеудің бір дербес шешуі.

Ескерту: Сонымен, тұрақтыны вариациялау әдісі мына мәселелерге келтіріледі:

1. (2) біртекті теңдеу шешуінің фундаментальдық жүйесін құру

2. (8) жүйенің шешуін табу

3. Осы табылған шешуді (6)-ға қою.

Мысал:
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Теңдеу шешуінің фундаментальдық жүйесі 
[image: image1266.wmf]x
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Берілген біртекті емес теңдеуге сәйкес біртекті теңдеудің шешуі:
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Берілген біртекті емес теңдеу шешуін
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түрінде іздейміз. Енді алгебралық (8) жүйені құрамыз:
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Бұл жүйені 
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бойынша бірмәнді шешіледі, себебі оның негізгі анықтауышы 
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Сонда:
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берілген біртекті емес теңдеудің жалпы шешуі.
Қайталауға арналған сұрақтар. 

1) Теңдеу шешуінің фундаменталдық жүйесі дегеніміз не, мысал келтір?

2) (37) сипаттаушы теңдеу түбірлеріне сәйкес, (31) теңдеудің жалпы шешімдері қандай түрде болуы керек?

3) Тұрақты коэффициентті теңдеулерге келтіру үшін қандай формуланы қолдану қажет?

4) Тұрақты коэффициентті теңдеуге келтіретін теңдеулер қандай?

5) Біртекті емес 
[image: image1278.wmf]n

–ретті теңдеудің жалпы шешімін табу үшін қандай әдіс қолданылады?

6) (31) теңдеу шешімінің фундаментальдық жүйесі не үшін қажет?

7) 
[image: image1279.wmf](
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болатынын дәлелде?
8) 1) 
[image: image1280.wmf]n

-ретті сызықтық теңдеудің қандай түрлері бар?
9) 2) Сызықтық дифференциалдық оператор қандай шаманы өрнектейді және қасиеттері қандай?
10) 3) 
[image: image1281.wmf]n
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теңдеудің дербес шешімдері болса, олардың өзара сызықтық тәуелсіздігін қалай білуге болады?
11) 4) Теңдеу шешімінің фундаментальдық жүйесін қалай табуға болады?
12) 5) Теңдеу жалпы шешуін құру үшін нені білу керек?
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№9 дәріс

Тақырыбы: Дифференциалдық теңдеулер жүйесі
Негізгі түсініктер мен анықтамалар. Теңдеудің канондық жүйесі. Кошидің нормаль формасы. Сызықтық дифференциалдық теңдеулер жүйесі.

Жоспар:

1. Дифференциалдық теңдеулер жүйесі жөнінде түсінік.

2. Сызықтық жүйелер. Жалпы түсініктер.
3. Негізгі қасиеттері.

4. Шешудің фундаментальдық жүйелері.

1.Дифференциалдық теңдеулер жүйесі жөнінде түсінік.

Толық хабарламасы бар төмендегі дифференциалдық теңдеулер жүйесін қарастырайық
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(1)

мұнда 
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[image: image1285.wmf]J

 да ізделінетін үздіксіз дифференциалданатын функциялар, 
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 - жиынтық реті.

Негізінде бұл жүйе олардың жалпы түрі. Саны 
[image: image1290.wmf]N

 дана жаңа белгісіз фүнкцияларды енгізе отырып, біз алғашқы жүйені әрқашанда толық хабарламалы теңдеулер жүйесіне келтіруге болатынын көрсеткен едік.

Егер (1) жүйенің теңдеуі ең үлкен туындысы арқылы анықталса:
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(2)

болады. Мұны жүйенің каноникалық түрі деп атайды.

(1) жүйені 1 – ретті теңдеулер жүйесіне келтіруге болады, бұдан мынандай қорытынды шығарамыз: Жаңа айнымалыларды еңгізе отырып, (2) жүйені саны 
[image: image1292.wmf]N

 теңдеуден тұратын нормаль түрдегі жүйеге келтіруге болады:
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(3)

Сонымен, кез келген (2) жай диференциялдық теңдеулер жүйесін (3) түріне келтіруге болады екен. (3) те кейбір түрлендірулерді жасап көрейік:
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Онда (3) мына түрде жазылар еді:
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(4)

(4) үшін 
[image: image1296.wmf]1
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 облысында бар болу және жалғыздық жөніндегі теоременың шарттары орындалатын болсын деп жориық (Пикар теоремасын қараңыз).

2. Сызықтық жүйелер. Жалпы түсініктер.

Анықтама. Мына төмендегі (5) жүйені біртекті емес сызықтық жүйе деп атайды:
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[image: image1298.wmf]
(5)

Егер (5) жүйеде барлық 
[image: image1299.wmf](
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, онда ол жүйе біртекті сызықтық жүйе деп аталады.
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Векторлық белгілеуді еңгізсек және
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матрица-функцияны алсақ, (5) және (6) жүйелерді мына төмендегі ықшамды түрде жазуға болар еді, мәселен
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 функциясы болса, ал жай дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін шешу функциялар жиынтығы болады, мәселен
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(6) жүйенің негізгі қасиеттеріне тоқталайық.

3. Негізгі қасиеттері
10. Тәуелсіз айнымалы 
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және ізделінетін функцияларды ауыстырғаннан (6) жүйенің сызықтық қалпы өзгермейді (инварианттық қасиеті). Біртекті теңдеулерге қолданылған әдіс жарамды.

20. (6) жүйе шешулерінің сызықтық қомбинациясы да оның шешуі бола алады.

Егер (6) жүйенің кез келген 
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 шешулер жүйесі
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болса,онда 
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Дәлелдеу: 1) 
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(6) жүенің шешуі болғандықтан, оның әрқайсысы 
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Осы векторлық тепе-теңдіктерді 
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Бұл вектор-функция сызықтық комбинация болғандықтан (6) жүйені 
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–да қанағаттандырады, демек ол оның шешуі. Дәлелдеу керегі де осы еді.

30. Сызықты тәуелділік және Вронский анықтауышы.

Анықтама. Айталық, 
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орындалмайтын болса, мұнда 
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 өлшемді анықтауыш Вронский анықтауышы деп аталады, мұнда 1-бағана 
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Теорема 2. Айталық, 
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 вектор-функциялар үздіксіз коэффициенттері бар (6) жүйенің кез келген шешулері болсын дейік. Онда 
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 шешулерінің бар болуы мен жалғыздық шартын қанағаттандырса және 
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 шешулері сызықты тәуелді, 1-теореманың шартына сәйкес 
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Теореманы дәлелдеу идеясы: Біздің дәлелдейтініміз, егер 
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 негізгі функциялар сызықты тәуелді болады.

Сонымен, бізге 
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шарт бойынша мұның негізгі анықтауышы 
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Онда сызықтық алгебра теоремасы бойынша (10) біртекті жүйенің айқын емес шешуі бар болады, яғни (10) қанағаттандыратын барлығы бірдей нольге тең емес 
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бастапқы шарттары бар. Онда жалғыздық теоремасы бойынша 
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[image: image1373.wmf]
 болады, ал тұрақтылардың бәрі бірдей нольге тең емес, сол себептен негізгі шешу сызықты тәуелді. Ендеше 1-теорема бойынша 
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4. Шешудің фундаменталдық жүйелері және олардың бар болуы.
Анықтама. Кез келген 
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 сызықты тәуелсіз шешулері фундаменталдық жүйе деп аталады. Осы шешулердің 
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болатынын дәлелдеу керек.

Нұсқау: 
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[image: image1384.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

z

x

z

x

z

x

z

E

¢

+

¢

=

¢

=

-

-

1

1

0




скалярлық тепе-теңдікті дифференциялдау заңы арқылы жүргізуге болатынын еске алу қажет.
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 дәлелдеу керек, яғни шешулердің фундаменталдық матрицасы (6/)-ті қанағаттандыратынын дәлелдеу қажет.

Теорема: (6/) жүйесі үшін шешулерінің шексіз көп фундаменталдық жүйесі бар болады.

Дәлелдеу: Сызықтық теңдеулерде қолданылған ұқсас дәлелдеулерге қараңыз.Кез келген анықтауыш.
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 шешулерінің фундаметалдық жүйесін құрайық. Ол үшін шешудің бар болу және жалғыздығы жөніндегі теореманы былайша қолданамыз. Айталық 
[image: image1389.wmf](

)

x

1

j

 (6/) тің шешуі болсын:



[image: image1390.wmf](

)

(

)

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

nn

n

n

n

d

d

x

d

d

x

...

...

,...,

...

...

1

0

1

11

0

1

j

j


(12)

(шешуінің бар болуы және жалғыздығы жөніндегі теорема бойынша). Онда анықтама бойынша  шығады, 
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50. Жалпы шешуінің формуласы.
Теорема: Егер 
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 (6) жүйенің кез келген фундаментальдық жүйесі болса, онда (6) жүйенің жалпы шешуі
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шешуі бар болады. (14)-тің бар болуын Пикар теоремасы бойынша дәлелдейміз.

Кез - келген 
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Шешуінің бар болуы және жалғыздығы жөніндегі теорема бойынша әрбір 
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Егер (15)-тің шешуін көрсете алсақ, онда Пикар теормасына сәйкес (14) шығар еді.
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60. Есеп: үздіксіз матрицалы (6/) жүйе үшін кез келген 
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70. Шешулерінің фундаменталдық жүйесі бойынша теңдеудің өзін құру.
Теорема: Айталық 
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Дәлелдеу: Фундаменталдық матрицасын құрайық:
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Дәлелдеу керегіде осы еді.

80. Остроградский - Лиувилль формуласы.

Айталық 
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(16) формула Остроградский-Лиувилль формуласы деп аталады.

Дәлелдеу: Бір теңдеу үшін осы сияқты мәселені қараңыз. Біздің дәлелдейтініміз
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тепе-теңдігі,осыны интегралдап (16) ны шығарып алар едік сонымен, 
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Шарт бойынша 
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 (6/) жүйенің шешуі. Енді 
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(19) теңдік 
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 ауыстыруын (6) жүйеге қойғаннан шығады. (19) ды (18)ге қойсақ мынау шығады:
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Дәлелдеу керегі де осы еді.

Қайталауға арналған сұрақтар.

1) 
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 - ретті біртекті емес теңдеудің оң жағы бойынша дербес шешуін қалай табар едік?

2) Қандай жүйелер сызықтық деп аталады?

3) Нормаль жүйе деп қандай жүйені айтамыз?

4) 
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 вектор – функциялар тобының сызықты тәуелсіз болатынын қалай білуге болады?

5) Жүйе шешуінің фундаменталдық жүйесі жөнінде не білесің? Ол не үшін қажет?

6) Остроградский – Лиувилль формуласы не үшін қажет және қалай қолданылады?
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