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1- дәріс 
Тақырыбы: Нақты сандар
Жоспар 
1. Нақты сандар жиыны; 
2. Логикалық таңбалар;   
3. Нақты сандардың негізгі қасиеттері; 
4. Шенелген жиын; 
5. Супремум және инфимум.  

Кез келген жаратылыстану ғылымы мен техникалық білім салаларында кездесіп отыратын негізгі ұғым – шамалар ұғымы. Элементарлық математикада нақты сандар зерттеледі. Алдымен, есептеу процесі кезінде 1,2,…,n,.... натурал сандар пайда болды. Арифметикада осы натурал сандарды қосу, көбейту амалдары қарастырылды. Ал азайту және бөлу амалдарына келсек, бұл операцияларды натурал сандар жиынында әруақытта қолдана алмайтын болып шықты. Сондықтан қарастырылатын сандар жиынын кеңіту керек болды. 
Логикалық таңбалар

 - “ шығады”, “салдары”;

- “сонда және тек қана сонда ғана”, “қажетті және жеткілікті”;

-“кез келген”, “әрбір”, “қандай да болмасын”, “барлық”;

-“табылады”, “бар болады”;

-“тура біреу ғана табылады”;

 - “теріске шығару”;

 - “ және”; 

 - “немесе”;

Мысалы:  дегеніміз – А тұжырымы мен В тұжырымы мағыналас тұжырымдар;
немесе егер А орындалса, онда В-да орындалады және керісінше; немесе А тұжырымының орындалуы үшін В шартының орындалуы қажетті және жеткілікті.
Айта кететін жағдай: рационал, иррационал сандар сияқты нақты сандар да табиғи өмірде жоқ.
Сандардың математикадағы ең қарапайым атқаратын міндеті– кесіндінің ұзындығын өлшеу. Ал бұл дегеніміз  - әр кесіндінің ұзындығы нақты санмен өлшенуі қажет екендігі.
Нақты сан ұғымы әлі де зерттеуді қажет ететін ұғым.
Нақты сандардың негізгі қасиеттері.
Анықтама. Натурал сандар,  нөл және натурал сандарға қарама-қарсы сандардың қосынды жиынын бүтін сандар жиыны деп атайды.



Анықтама.  және  бүтін сандарының қатынасы болатын  сандары рационал сандар деп аталады. 




Мысалы: ;   ;   ;   . 
Анықтама. Шексіз периодсыз ондық бөлшекті ( яғни, рационал емес сандарды) иррационал сан деп атайды. 



Мысалы: , , . 
Шамаларды өлшеу, түбірді табу,  логарифмдерді есептеу, алгебралық теңдеулерді шешу үшін бұл енгізілген сандар жиыны да аздық етіп, иррационал және комплекс сандардың пайда болуына әсер етті. 
Анықтама. 
Келесі аксиомаларды қанағаттандыратын кез келген R жиыны нақты сандар жиыны деп, ал оның әрбір элементі нақты сан деп аталады. 
Біз келесі белгілеулерді қолданамыз:
N –натурал сандар жиыны; 
Z – бүтін сандар жиыны;
Q – рационал сандар жиыны;
R – нақты сандар жиыны;
C – комплекс сандар жиыны; 






Z+ - теріс емес бүтін сандар жиыны.  Сонымен, егер  иррационал сан болса, онда кез келген  және  бүтін сандары үшін  болады, яғни  немесе . 

1. Қосу амалының аксиомалары . 
1) 
(Қосынды амалының ауыстырымдылық заңы); 
2) 

    , (терімділік заңы); 
3) 

  : ; 
4) 




, : , - санына қарама қарсы сан деп аталады. 

2. Көбейту амалының аксиомалары . 


1) ,  (көбейтінді үшін ауыстырымдылық заңы); 


2) ,  (терімділік заңы); 




3) , , , ; 






4) , , : ( саны - ға кері сан). 
1-2 қосу және көбейту аксиомаларының арасындағы байланыс. 


1) , (үлестірімділік заңы). 



3. Реттеу аксиомалары. (үшін  немесе  қатынастары орынды) 




1.  , ; 




2.   , ; 




3.  , ; 




4.  , . 
4. Үзіліссіздік аксиомасы. 






- бос емес ішкі жиындары үшін , , , болса, онда  орындалатындай . 
Теорема(Архимед аксиомасы). 


Кез келген  және  нақты сандары үшін 



теңсіздіктерін қанағаттандыратын жалғыз ғана  бүтін саны бар. 
Бұл аталғандардан да басқа бірнеше маңызды  қасиеттер бар. Оның бірі Архимед аксиомасы (б.э.дей. 287-212 жж.)
5) 



Кез келген  және  нақты сандары үшін  теңсіздіктерін қанағаттандыратын жалғыз ғана  бүтін саны бар.




Басқаша айтқанда, әрбір саны үшін нақты сандар жиынында өзара қиылыспайтын  түріндегі  жартылай интервалдарына жіктеледі, демек, кез келген  нақты саны осы интервалдардың біреуінде және тек қана біреуінде жатады.

Теорема. .



Теорема.  Егер  болса, онда  Басқаша айтқанда, кез келген оң саннан кіші болатын теріс емес сан тек қана нөл саны.




Теорема (рационал сандар жиынының тығыздығы).  теңсіздігін қанағаттандыратын  нақты сандары үшін  теңсіздіктерін қанағаттандыратын ең болмағанда бір  рационал сан табылады.



Анықтама. R нақты сандар осінде бос емес А жиыны берілсін. Кез келген үшін  теңсіздігін қанағаттандыратын  саны табылатын болса, онда А жиыны жоғарыдан шенелген жиын, ал  b саны А жиынының жоғарғы шекарасы деп аталады. Кванторлар тілінде А жиынының жоғарыдан шенелгендігі былайша жазылады:






Анықтама. R нақты сандар осінде бос емес А жиыны берілсін. Кез келген үшін  теңсіздігін қанағаттандыратын  саны табылатын болса, онда А жиыны төменнен шенелген жиын, ал   саны А жиынының төменгі шекарасы деп аталады. Кванторлар тілінде А жиынының төменнен шенелгендігі былайша жазылады:



Анықтама. Егер А жиыны жоғарыдан да төменнен де шенелген жиын болса, яғни , онда А жиынын шенелген жиын деп атайды. 
Әрбір шенелген сандар жиынының жоғарғы шекараларынан құрылған жиынның ең кіші, ал төменгі шекараларынан құрылған жиынның ең үлкен элементі бар болады.
Супремум және инфимум. А нақты сандар жиыны берілсін. Егер А жиыны жоғарыдан шенелген болса, онда  17-аксиома бойынша оның жоғарғы шекараларынан құрылған жиынның ең кіші элементі бар болады.


А жиынының ең кіші жоғарғы шекарасы супремум деп аталады да,  немесе  символдарымен белгіленеді. 

 саны А жиынының супремумы болуы үшін келесі екі шарт орындалуы керек:
1. 


 саны А жиынының жоғарғы шекарасы, яғни кез келген  үшін  болады.
2. 


 саны А жиынының жоғарғы шекараларының ең кішісі, яғни  санынан кіші болатын әрбір  саны А жиынының жоғарғы шекарасы бола алмайды. 

 
Егер А жиыны төменнен шенелген болса, онда  17-аксиома бойынша оның төменгі шекараларынан құрылған жиынның ең үлкен  элементі бар болады.


А жиынының ең үлкен төменгі шекарасы инфимум деп аталады да,  немесе  символдарымен белгіленеді. 

 саны А жиынының инфимумы болуы үшін келесі екі шарт орындалуы керек:
3. 


 саны А жиынының төменгі шекарасы, яғни кез келген  үшін  болады.
4. 


 саны А жиынының төменгі шекараларының ең үлкені, яғни   санынан үлкен болатын әрбір  саны А жиынының төменгі шекарасы бола алмайды. 

.
Жиынның супремумы да, инфимумы да сол жиында жатуы да, жатпауы да мүмкін.














2- дәріс 
Тақырыбы: Сандық тізбектер теориясы
Жоспар 
1. Шенелген тізбек;   
2. Тізбектің шегі; 
3. Шегі бар тізбектердің қасиеттері
4. Шектерге қолданылатын амалдар; 
5. Ақырсыз шек; 
6. Ақырсыз аз шама; 
7. Тізбектің шегі турлы теоремaлар; 
8. Стационар тізбек; 
9. Теңсіздіктерде шекке көшу. 
10 Бірсарынды тізбектер; 
11.  Вейерштрасс теоремалары. 
12. Больцано-Вейерштрасс теоремасы; 
13. Бірсарынды тізбектер жинақталуының  қажетті және жеткілікті шарттары; 
14. Тізбектің ақырлы шегінің бар болуы туралы Коши критерийі; 
15. Анықталмаған өрнектер; 
16. Ақырсыз жиын.   



 Функцияның мәндерінің жиынын сандық тізбек деп атайды. 


, .



, , - сандық тізбекті белгілейміз. 
Мысалы:  

	1) - жалпы мүшесі.   

	2) . 

3) . 
Тізбекті жазып берудің  жиі қолданылатын тәсілдері  мыналар:
1)Аналитикалық тәсіл. Бұл тәсілді қолданғанда n нөмері бойынша  тізбектің сәйкес мүшесін табу үшін формула жазылып көрсетіледі.
2)Рекуренттік тәсіл. Бүл тәсілді қолданғанда  тізбектің біріншісі беріледі және осы тізбектің белгілі бір немесе бірнеше  алғашқы мүшелері  бойынша кез – келген мүшесін табу үшін формула беріледі.



       Мысал. а) кез – келген n ≥ 2 үшін ; б) кез – келген n ≥ 2 үшін ; а) және б)  формулалары сәйкес    және  тізбектерінің  берілген алдыңғы мүшесі бойынша   оның кез – келген мүшесін табуға мүмкіндік береді. Тізбектің рекуренттік тәсілмен берілуі шапшаң есептейтін элетрондық  есептеуіш машиналармен жұмыс істегенде аса қолайлы келеді.
3) Баяндап беру тәсілі. Бұл тәсілді қолданғанда  тізбек элементтері баяндап айтылатын болады. Бұл жағдайда тізбектің жалпы мүшесі үшін формула да, немесе оның мүшелері үшін рекуренттік қатыс та белгісіз болуы мүмкін. Келесі тізбектерді қарастырайық: 

а) 2,3,5,7,11,...; б) 2;  2,2;  2,23;  2,236;  2,2361;  ...  Бұл тізбектерді  былайша баяндайды: бірінші тізбек жай сандар тізбегі, ал екіншісі -  саны үшін кемімен алынған ондық жуықтаулар тізбегі.





Анықтама. Егер  орындалса, онда  тізбегі жоғарыдан шенелген  деп аталады. Сонда М саны тізбектің жоғарғы шені деп аталады. Енді тізбектің  шенелгендігін  терістеу арқылы оның шенелмегендігінің  анықтамасын (символдар көмегімен) берейік. Егер  үшін >c орындалса, онда  тізбегі шенелмеген деп аталады.
Анықтама (шенелген тізбек). 





  болсын. Егер (M>0),   орындалады, =>  шенелген тізбек деп аталады. 






Анықтама. Егер ,  :   теңсіздігі орындалатын болса, онда  тізбегі шенелмеген тізбек деп аталады.  
Анықтама: (тізбектің шегі).







 тізбегі берілсін. Егер  санына сәйкес  : . 
Анықтама. Егер тізбектің ақырлы шегі бар болса, онда тізбек жинақты тізбек деп аталады. 
Теорема. 	Жинақты тізбектің тек бір ғана шегі бар. 







	Анықтама.  Егер : ,  , :   теңсіздігі орындалса, онда  саны  тізбегінің шегі емес. 
Теорема (Тізбек жинақтылығының қажетті шарты). 

Егер  тізбегінің ақырлы шегі бар болса, онда ол шенелген тізбек болады. 
Ескерту. Кері тұжырым дұрыс емес. 

Мысалы:  . 
Анықтама. (тізбектің шегі).





:  және  санына  тізбектің нөмірлері  қанағаттандыратын




 теңестіру орындалатын болса, => а саны     тізбектің шегі деп аталады,   символ ы арқылы белгіленеді. Сонымен 




    


   

( а-ң  маңайының ішінде жатуы керек)
Сондықтан бұл анықтаманың геометриялық мағынасы былай: егер де белгілі номерден бастап, тізбектің барлық 

мүшелері а санының  маңайында жататын болса, а саны 
осы тізбектің шегі деп аталады. 
Ақырлы шегі бар тізбек жинақталатын тізбек деп, ал шегі болмайтын жинақталмайтын тізбек деп аталады. 
Шегі бар тізбектердің қасиеттері

Теорема 1.  ақырлы шегі бар болсын, 

яғни     онда 


 - тізбек шенеулі; 


 ;

3. Тізбектің шегі жалғыз.
Дәлелдеу. 







1.   деп алайық.  саны берілсін.  нөмерлері бар  мүшелері үшін  орындалатындай етіп  оң бүтін санын табамыз. Онда ()







      ,бұдан ,   аламыз. Енді ,  сандарының ең  үлкенін  М деп алсақ, онда    аламыз.


2. Егер, онда .






Кeлесі екі тұжырым, пара-пар: ()    (Оң сан берілсе  нөмірлері үшін   теңсіздігі орындалатындай   саны табылады). 

 теңсіздігі орындалатыны белгілі. Олай






болса  саны берілсе  ,   орындалатыны  саны бар, яғни  










3.  тізбегінің шегі a және b бар деп жориық. Олардың   ,  маңайларын ( яғни қиылыспайтындай) етіп алайық.    ұмтылғанда   тізбегінің  маңайының сыртында жатқан мүшелері арқылы жиын, олай болса  тізбегінің  маңайында жатқан  мүшелері ақырсыз жиын бола алмайды,  сондықтан,  анықтама бойынша « b» саны   тізбегінің шегі бола алмайды.Теорема дәлелденді.
Ескерту. Тізбек жинақты болу үшін  тізбектің шенелген болуы қажетті, бірақ бұл – жеткіліксіз шарт.


Теорема 2. Егер  болса, онда 
Анықтама: (стационар тізбек) 
Егер де тізбектің барлық мүшесі бір ғана санға тең болса => мұндай тізбек тұрақты тізбек немесе стационар тізбек деп аталады, яғни 


   

	Анықтаманың салдары:  стационар тізбектің шегі бар және сол тізбектің мүшесіне тең.


   . 
	Анықтама(ақырсыз шек).  


 тізбегі берілсін. Алдын ала қандай  санын 








алсақ та    :  теңсіздігі орындалатын болса, онда     тізбегі -ке ұмтылады деп айтып,  символы арқылы белгілейміз. 
	Анықтама(ақырсыз аз шама).  



Егер  сандық тізбегінің  шегі ноль болса, онда тізбектің жалпы мүшесін көрсететін  символын ақырсыз аз шама деп атаймыз. 



Теорема 3.  теңдігі орындалуы үшін  мұндағы   теңдігінің орындалуы қажетті және жеткілікті. 
Дәлелдеу. Бұл теореманы  символдарды пайдаланып, дәлелдейік. Тізбектің жинақталатын болу анықтамасынан:



    
деп белгілісік, 






 , яғни  ақырсыз кіші тізбек. Демек,   формуласын аламыз. Пара– парлық  таңбасы жоғарыда келтірілген шарттың қажетті де жеткілікті де  екенін білдіреді. Бұл теорема іс жүзінде қолдануға  ыңғайлы.



Теорема 4. Егер  ақырсыз үлкен тізбек болса,  онда тізбегі, яғни ,  ақырсыз кіші тізбек болады. 








Осы тұжырымның  дұрыстығын тексерейік.   ақырсыз үлкен тізбек болсын. Анықтама бойынша кез –келген Е>0 саны үшін  нөмірі табылып, барлық  нөмірлері үшін  теңсіздігі орындалады. Бұдан  немесе .  Бұл теңсіздік барлық   =  нөмірлері үшін  орындалады. Соңғы теңсіздік теореманың  тұжырымдамасын береді. Осыған ұқсас түрде мына тұжырымды да дәлелдеуге болады:




    Егер   ақырсыз кіші тізбек болса, онда ,  ақырсыз үлкен тізбек болады.
Тізбектің шегі турлы теоремaлар 
Бұл пунктте  тізбектерге  арифметикалық амалдар қалай қолданылатыны жайлы әңгімеленеді. 


Теорема 1.  және   тізбектері берілсін. Егер 


, 

 ақырлы шектері бар болса, онда  тізбектері де жинақталады және 

,
яғни жинақталатын екі тізбек қосындысының  шегі сол тізбектер шектерінің қосындысына тең болады.







Дәлелдеуі:  және  дейік. Сонда  1 – теорема негізінде  (мұндағы  мен  ақырсыз кіші тізбектер ) теңдіктерін аламыз. Бұдан   тізбегі ақырсыз 


кіші тізбек, яғни  сонда 1.3 – тің 1- теоремасы бойынша . Бұл теореманы  индукция әдісін қолдана отырып,  саны шектеулі тізбектердің  алгебралық қосындысы үшін  де дәлелдеуге болады.


Теорема 2.  және   тізбектері берілсін. Егер 


, 

 ақырлы шектері бар болса, онда  тізбегі де жинақталады және

, 
яғни жинақталатын тізбектер көбейтіндісінің   шегі олардың шектерінің  көбейтіндісіне тең болады. 





Дәлелдеуі.  және  болсын, сонда  (мұндағы  және  ақырсыз кіші тізбектер.) Мына көбейтіндіні қарастырайық:


           



Тізбегі 1-2 леммелер негізінде  ақырсыз кіші тізбек болып табылады. Сонымен , барлық  үшін  . Ал бұдан мына теңдік шығады. ( 1-теореманы қараңыз):








Ескерту. Егер  барлық  үшін   болса, онда  немесе тұрақты санның  шегі де сол тұрақты сан болады. Шынында да,  болғандықтан, ақырсыз кіші тізбек,  сондықтан 1- теорема бойынша 



1- салдар. Егер  тізбегі жинақталатын болса,  онда кез – келген С саны үшін  тізбегі де жинақталатын  тізбек болады және  , яғни тұрақты көбейткішті  шек таңбасының алдына шығаруға болады.

2-салдар. Егер  жинақталатын тізбек , ал k – натурал сан болса, онда 


Бұл салдарды 2- теоремадан  индукция әдісін пайдалана отырып алуға болады. 


Теорема 3.  және   тізбектері берілсін. Егер 


, 



 ақырлы шектері бар болса, онда тізбегі де жинақталады және егер  болса, онда  теңдігі орындалады, яғни қатынастың шегі шектердің қатынасын береді. 
Алдын – ала мына лемманы дәлелдейік. 






Лемма. Егер   тізбегі   жинақталатын болып,  сонымен бірге болса, онда  нөмірі табылып барлық   нөмірлері үшін   тізбегі шенделген тізбек болады.
Дәлелдеуі.  Анықтама бойынша 


    







Енді  деп алып, айырма модулінің қасиетін пайдаланып, алдыңғы теңсіздікті мына түрде жазайық:  (). Бұдан теңсіздігі шығады, ал шарт бойынша  болғандықтан , барлық   нөмірлері үшін   теңсіздігі орындалады. 


3- теореманы дәлелдеуге көшейік. ,  деп

алайық. Теореманы дәлелдеу үшін (1.3 1- теоремасы бойынша) айырымы ақырсыз кіші  екенін дәлелдеу жеткілікті. Бізге мына теіңдіктер  белгілі : 




    
Осылдарды пайдаланып табатынымыз : 




Мұндағы  тізбегі лемма бойынша шенделген, ал  ақырсыз кіші тізбек. Сондықтан  айырымы ақырсыз кіші тізбек болады. Бұдан мына теңдік шығады:   

Теңсіздіктерде шекке көшу 



Теорема.   және   тізбектері берілсін   




Егер де  : ең болмағанда бір номерден бастап     теңсіздігі  орындалатын болса, онда  тура сол теңсіздікті екі тізбек шегі де қанағаттандырады:   . 


 болсын,  болады  



       















Дәлелдеуі. Қарсы  жорып, a>b дейік. санын мына  аралықтан  0<< таңдап алайық. Тізбек шегінің анықтамасы бойынша  осы  санына сәйкес натурал   саны табылып, барлық  нөмірлері үшін  теңсіздігі орындалады. Осыған ұқсас түрде алынған  санына сәйкес натурал  саны табылып, барлық  нөміллері үшін  теңсіздігі орындалады. Егер  және  сандарының ең үлкенін  арқылы белгілесек, онда  нөмірлері үшін осы теңсіздіктердің  екеуі де сөзсіз орындалады. Сонда 

  теңсіздігін түрлендіре келе, табатынымыз:


    

яғни 





     Барлық  нөмірлері үшін  соңғы теңсіздіктерден  , нeмесе   теңсіздігі шығады. Алайда, бұл теңсіздік теореманың шарты  теңсіздігіне қайшы. Демек, a>b  деп жору қате. Сондықтан  болады ( яғни теңсіздікте шекке көшуге болады).







1-салдар. Егер  жағдайда  және барлық  нөмірлері үшін  болса онда  теңсіздігі орындалады. Бұған көз жеткізу үшін   жағдайда  теңсіздігінде шекке көшсек жеткілікті 









2-салдар. Егер жинақталатын  тізбегінің  барлық мүшелері  кесіндісіне тиісті болса,   онда оның шегі с саны да осы кесіндіге тиісті болады. Шынында да, ,    теңсіздігінде  шекке көшсек, іздеген  теңсіздігі шығады. Енді  және  теңсіздіктері барлық   нөмірлері үшін емес, қандай болса да бір  нөмірінен  артық барлық  үшін орындалғанда да жоғарыда дәлелденген  теорема мен одан шығатын  бірінші салдардың  дүрыс болып қала беретіндігін ескертеміз.
Теорема.  



,  және   тізбектері берілсін. Ең болмағанда бір нөмірден бастап 

  



теңсіздіктері орындалатын болсын. Егер де    болса, онда  ақырлы шегі бар және . 







    саны берілсін. Онда  нөмірлері үшін  нөмірлері үшін теңсіздіктері  


орындалатындай  және  сандары табылады.Ал

 нөмірлері үшін 




яғни   () орындалады. 

Бірсарынды тізбектер

	 тізбегі берілсін. 



1. Егер  үшін  теңсіздігі орындалатын болса, онда  тізбегі өспелі тізбек деп аталады; 



2. Егер  үшін  теңсіздігі орындалатын болса, онда  тізбегі кемімейтін тізбек деп аталады; 



3. Егер  үшін  теңсіздігі орындалатын болса, онда  тізбегі кемімелі тізбек деп аталады; 



4. Егер  үшін  теңсіздігі орындалатын болса, онда  тізбегі өспейтін  тізбек деп аталады; 
 Вейерштрасс теоремасы. Кемімейтін(өспелі) тізбектің ақырлы шегі бар болуы үшін оның жоғарыдан шенеулі болуы қажетті және жеткілікті. 
Өспейтін(кемімелі) тізбектің ақырлы шегі бары үшін оның төменнен шенеулі болуы қажетті және жеткілікті. 





Анықтама.  тізбегі берілсін.  натурал сандарынан құралған өспелі тізбек берілсін.  тізбегінің осындай нөмірлері бар мүшелерінен құралған  сандар тізбегі   тізбегінің дербес тізбекшесі деп аталады. 
Больцано-Вейерштрасс теоремасы. Нақты сандардың кез келген шенеулі тізбегінен ақырлы шегі бар тізбекше бөліп шығаруға болады. 

























Дәлелдеуі:   шенделген тізбек, яғни   болсын. кесіндісін қақ бөлейік. Сонда осы кесінділердің ең болмағанда бірі  тізбегінің  ақырсыз көп мүшелерін қамтиды ( олай болмағанда  кесіндісі қамтитын  мүшелерінің саны шектеулі болар еді);  кесінді  тізбегінің  ақырсыз көп мүшелерін қамтитын  кесінді болсын. ( егер  екі кесіндінің әр қайсысы да, ақырсыз көп мүше  қамтитын болса,  онда  олардың кез – келгенін  алуға болады). Енді    кесіндісін де осылайша қақ  бөліп,   тізбегінің  ақырсыз көп мүшелерін қамтитын бөлігін  арқылы белгілейік. Осы процесті жалғастыра келе  қадам жасап, ол тізбектің ақырсыз  көп мүшелерін қамтитын  кесіндісін бөліп аламыз. Сонда ұзындығы   0- ге ұмтылатын ( жағдайда ) бірінің ішіне бірі орналасқан    ... ...
 кесінділер жүйесін аламыз. Демек, бірі бірінің ішіне орналасқан кесінділер принципі  негізінде 

(*)              









Енді  берілген   тізбегінен  тізбекшесін  былайша бөліп шығарамыз:  үшін  тізбегінің  кесіндісі қамтитын  кез – келген  мүшесін аламыз.  Процесті  осылайша  әрі қарай жалғастыра  отырып, k қадам жасап,  тізбегінің  кесіндісі қамтитын  мүшесін аламыз.,т.с.с. демек,. Бұдан алдыңғы теңдікпен (*) тізбек 


жинақталуының  жеткілікті  шарты бойынша  теңдігін аламыз. Яғни  тізбекшесі жинақталады. 	
Бірсарынды тізбектер жинақталуының  қажетті және жеткілікті шарттары 


Теорема 1. Егер  тізбегі кемімейтін болып және жоғарыдан қандай да бір В санымен  шенделген болса, онда ол тізбек жинақталады және оның шегі  М саны В санынан артық болмайды, яғни 





Дәлелдеуі.  жоғарыдан шенделген тізбек, сондықтан оны жоғарыдан шенделген бос емес жиын деп қарастырайық., оның дәл жоғарғы шені М бар болады. Енді осы М саны   тізбегінің шегі болатынын дәлелдейік:болғандықтан, кез – келген үшін   табылып, 


 теңсіздігі орындалады.  кемімейтін тізбек












болғандықтан, барлық  үшін  бұл теңсіздік негізінде   . Ал  тізбегінің кез – келген мүшесі  өзінің дәл жоғарғы шекарасынан  артпайтын болғандықтан, барлық  үшін  және кез –келген  үшін . сондықтан, . Алайда соңғы теңсіздіктерді біріктіргенде  шығатын  теңсіздігі барлық  үшін орындалады, яғни  . Әрине, ( дәл жоғарғы шек  барлық басқа жоғарғы шектердің  ең кішісі ) болатыны түсінікті



Теорема 2. Егер  тізбегі өспейтін тізбек болып және төменнен  қандай болса да бір А санымен  шенделген болса, онда ол тізбек жинақталады және оның шегі т саны  А санынан кем болмайды, яғни . Егер  екенін ескерсек, онда екінші теореманы да  бірінші теореманың дәлелдемесіне  ұқсас дәлелдеуге болады.
Ескерту. Кемімейтін тізбек төменнен шенделген (мысалы, өзінің  бірінші мүшесімен) тізбек болады. Сондықтан, егер кемімейтін тізбек  жоғарыдан шенделген болса, онда екі жағынан да шенделеді, яғни шенделген.
Теорема 3.  Бірсарынды тізбек  жинақталуы үшін, оның шенелген болуы қажетті  және жеткілікті. 

Дәлелдеуі. Қажеттілік. Бірсарынды  тізбегі жинақталады. Ал  жинақталатын тізбектің  шенделген  болатыны белгілі. 



Жеткіліктілік:  тізбегі бірсарынды, әрі шенделген болсын. Сонда  тізбектің шегінің бар болуы, не 1 - теоремадан ( егер кемімейтін тізбек болса) , не 2 - теоремадан  ( егер  өспейтін тізбек болса) шығады. 
Салдар (бірінің ішінде бірі орналасқан  кесінділер принципі ). 



 кесінділер жүйесі  берілсін, және п артқан сайын  кесінді ұзындығы 0– ге ұмтылатын болсын. ( яғни ) . Сонда бұл жүйенің барлық кесінділеріне  тиісті болатын  бр және тек бір ғана  с нүктесі табылады.















Дәлелдеуі:  бірінің ішінде бірі орналасқан  және ұзындықтары 0- ге ұмтылатын кесінділер жүйесі  болғандықтан, олардың сол жақ ұштары құратын  тізбек   кемімейтін тізбек болады да, ал оң жақ ұштары құратын  тізбек  өспейтін тізбек болады. Бұлардың екуі де шенделген  тізбектер (өйткені оларды   кесіндісі қамтиды).  3- теорема бойынша бұл тізбектердің  әрқайсысының бір ғана шегі болады. Ал  болғандықтан, Бұл шекті с арқылы белгілейік.  болғандықтан  ( 1- теорема) , барлық   үшін теңсіздігі орындалады. Мұнымен бірге  болғандықтан (2- теорема) , барлық  үшін теңсіздігі  орындалады. Демек, барлық  үшін  ,  . 
Тізбектің ақырлы шегінің бар болуы туралы Коши критерийі.






Теорема.  тізбегі берілсін. Осы тізбектің     ұмтылғанда ақырлы шегі бар болуы үшін  санына  тізбектің , қанағаттандыратын нөмірлері үшін 


теңсіздігінің орындалуы қажетті және жеткілікті. 




Дәлелдеуі. Қажеттілік.  жинақталатын тізбек және  болсын. Жинақталатын тізбектің  анықтамасы бойынша кез – келген  санын 


сәйкес натурал  саны табылып, барлық  үшін 



 теңсіздігі және осыған ұқсас түрде  үшін  теңсіздігі орындалады. Осы 


теңсіздіктерге сүйеніп және қосынды модулінің қасиетін пайдаланып барлық   және    үшін былай жазамыз:



Яғни  негізгі тізбек болады.

















Жеткіліктілік.  тізбегі  негізгі тізбек болсын.  деп алып, оған сәйкес  табайық. Сонда барлық  ,  үшін  теңсіздігі орындалады.  дейік. Сонда .  нөмірін бекітіп алып, айырым модулінің  қасиетін пайдаланып, алдыңғы теңсіздікті былай жазамыз: . Сонда барлық  үшін  теңсіздігі орындалады, яғни   шенделген тізбек балады. ( яғни   тізбегінің  барлық мүшесін қамтитын сан түзуінің кесіндісін  табуға болады) . нөмірлі барлық   мүшелерін қамтитын  ең кіші кесіндіні  арқылы белгілейік. 
Ол үшін  


 ,   







Деп алу жеткілікті, яғни   жиынының  дәл жоғарғы  және дәл төменгі шенін  мен  деп алу керек. Енді , кесінділері  бірінің шіне бірі орналасқандығын ескерейік, яғни 
Шынында да,

 



кесіндісінің ұзындығы  жағдайда 0-ге  ұмтылатынын тексерейік. Негізгі тізбек анықтамасы бойынша  кез – келген   санына 


сәйкес саны табылып, барлық  нөмірлері үшін 



 немесе  теңсіздігі  орындалады. Осыған ұқсас түрде  нөмірлі 


















барлық  мүшелерін қамтитын ұзындығын ең кіші  кесіндісінің  ұштары үшін де  . Бұдан   .   кесінділеріт бірінің ішінде  бірі орналасқандықтан, барлық  үшін  , яғни  . Сонымен ,  бірінің ішіне бірі орналасқан  кесіндіер принципі орындалатын болды.( 3-теореманың салдары). Олай болса барлық   кесінділеріне ортақ бір ғана  ɑ нүктесі табылады. Енді  екендігін дәлелдейік. ɑ нүктесін қамтитын  (c,d) интервалын қарастырайық. Сонда бұл маңайдың  тізбегінің  ақырсыз көп  нүктелерін қамтитындығын тексеру жеткілікті . Бұны орындау қиын емес. Шынында да ( Жағдайда   болатындықтан ),  натурал  саны табылып,  екенін қашанда көрсетуге болады. Олай  болса, барлық  нөмірлері үшін  орындалады, ендеше 
Анықталмаған өрнектер.



1) Егер   болса, онда  тізбегінің шегі туралы алдын– ала ешнәрсе айта алмаймыз. 









Мысалы, егер   болса, онда ; егер , болса, онда   егер ,  болса, онда 





 () ; егер ,  болса, онда  шегі жоқ.










Сонымен,  шегін табу үшін ,  болатынын білу жеткіліксіз. Бұл жағдайда   мен   айнымалыларының өзгерістерін  сипаттайтын  қосымша мәліметтер қажет немесе  шегін табуға  арнайы тәсілдер қоллдану қажет. Егер ,   нөлге ұмтылатын болса, онда  өрнегі  түріндегі анықталмаған өрнек деп аталады.
    Анықталмаған өрнектердің кейбіреулерін атап өтейік .  Егер: 




2) ,  болса, онда  өрнек, түріндегі;




3) ,   болса, онда  өрнек  түріндегі;





4) ,  болса, онда + өрнек 




5)   болса, онда  өрнегі  түіндегі анықталмаған өрнектер  деп аталады.
 Анықталмаған өрнектерді ашу – сәйкес өрнектердің  шегін (егер ол бар болса,) табу  деген сөз, алайда бұл іс барлық уақытта оңай бола бермейді.









	Анықтама.  тізбегі берілсін.  шегін  тізбегінің жоғарғы шегі деп атап,   немесе  символдары арқылы белгіленеді.  шегін  тізбегінің төменгі шегі деп атап,   немесе  символдары арқылы белгіленеді. 





	Анықтама.  тізбегі берілсін.  санына шекке ұмтылатын  тізбекшесі табылатын болса, онда  саны  тізбегінің дербес шегі деп аталады. 

	Теорема.   сандық тізбегінің шегі бар болуы үшін оның жоғарғы және төменгі шектерінің бір- біріне тең болуы қажетті және жеткілікті. 

Теорема.  тізбегі берілсін. Осы тізбектің шегі бар болуы үшін оның барлық дербес шектерінің бір- біріне тең болуы қажетті және жеткілікті. 

Анықтама. Егер  жиының өзара тең емес сан жетпейтін мүшесі бар болатын болса, онда мұндай жиынды ақырсыз жиын деп атаймыз.   






	Анықтама.  қандай да болмасын ақырсыз жиын болсын. Егер  нақты санының кез келген  маңайы  жиынының сансыз көп нүктелерін қамтып жатса, онда  саны  жиынының шектік нүктесі деп аталады. 

Анықтама.  жиынының шектік нүктесі болмайтын мүшесін осы жиынның оқшау нүктесі деп атайды.





           Теорема.  қандай да болмасын ақырсыз сандық жиын болсын. Егер де  нақты саны осы жиынның шектік нүктесі болатын болса, онда  жиынынан осы  нүктесіне шекке ұмтылатын  тізбегін бөліп шығаруға болады.



























3- дәріс 
Тақырыбы: Бір айнымалыдан тәуелді функцияның шегі және үзіліссіздігі  
Жоспар 
1.Функцияның нүктедегі ақырлы шегі;  
2.Шектерге амалдар қолдану; 
3. Функцияның ақырлы шегінің бар болуы туралы Коши критерийі; 
4. Бірсарынды функциялар. 
5. Функцияның үзіліссіздігінің анықтамасы;    
6. Үзіліс нүктелерінің түрлері;  
7. Үзіліссіз функцияларға амалдар қолдану; 
8. Үзіліссіз функциялардың қасиеттері; 
9. Больцано мен Кошидің теоремалары; 
10. Вейерштрасс теоремалары; 
11. Кантор теоремасы; 
12. Күрделі функция және оның үзіліссіздігі; 

Функцияның нүктедегі ақырлы шегі 





	Анықтама 1(Гейне).  Егер  a  санына  жинақталатын кез келген  тізбегі (мұның ешбір элементі ) үшін ƒ функциясы мәндерінің сәйкес  тізбегі  санына жинақталатын болса, онда A санын  ƒ функциясының -тің а -ға ұмытылғандағы шегі деп атайды және былай белгілейді:





немесе     жағдайда     (символдар арқылы: ). 








Анықтама 2(Коши).  функциясы  нақты сандар жиынында анықталған болсын.  осы жиынның шектік нүктесі болсын. Егер де  нақты саны табылып,  санын алсақ та оған сәйкес    теңсіздігін қанағаттандыратын  мүшелері үшін 





теңсіздігі орындалатын болса, онда  саны  функциясының  нүктесіндегі шегі деп аталып, 

 
символы арқылы белгіленеді. 
Теорема. Функцияның шегінің екі анықтамасы пара- пар. 







Шынында да, 1-анықтамада айтылған мағынада   болсын, сонда осы шектің 2-анықтамада айтылған мағынада да бар болатынын көрсетейік. Қарсы жорып, екінші анықтама дұрыс болмайды дейік. Бұл жорамалды әдеткі   символын   символымен,  символын  символымен, яғни, "барлық  үшін" сөз тіркесін " мәні табылады" сөз тіркесімен алмастыра отырып,керісінше тұжырымдап, 2-анықтаманы теріске шығарайық. 
Сонда 






 немесе саны табылып, кез келген  саны үшін ең болмағанда бір  нүктесін табуға болады және  тенсіздігі орындалғанда   тенсіздігіде орындалады.










         саны үшін ,  тізбегінің барлық мүшелерін алайық. Сонда әрбір  және оған сәйкес  нүктесі үшін  теңсіздігінен  теңсіздігі шығады. Алайда   жағдайда оған функция мәндерінің  тізбегі санына ұмтылмайды. 1-анықтаманың мағынасына қарсы осы табылған қайшылық айтылған болжамды дәлелдейді.













          Енді 2-анықтамада  тілінде айтылған мағынадағы ƒ функциясы шегінің 1-анықтамада айтылған мағынада да бар болатынын көрсетеміз. Ол үшін  санын тағайындап алып, оған сәйкес  санын табамыз. Енді   ұмтылатын қандайда да болсын тізбек дейік (). Сонда   санына (жоғарыда тауып алған) сәйкес  нөмері табылып, барлық   үшін  теңсіздігі орындалады. Бұдан 2-анықтама бойынша  теңсіздігі шығады. Сонымен  жағдайда  болады. Демек,  функция шегінің екі анықтамасы бір-бірімен пара-пар болып шықты. Бұл екі анықтаманың қай-қайсысын да қолайлы болған кезде падалана беруге болады. 



Теорема.  функциясы  анықталған болсын.  нақты саны осы жиынның шектік нүктесі болсын. 

Егер де    ақырлы шегі бар болатын болса, онда шектік нүктенің маңайы табылып, функция шенеулі болуға міндетті. 






Дәлелдеуі. -тің ɑ -ға ұмтылғандағы ƒ функциясының A-ға тең шегі бар болуы кез келген  санына сәйкес  саны табылып,  теңсіздігін  қанағаттандыратын барлық   үшін  теңсіздігінің  орындалуымен пара-пар болады.

        Енді  деп алайық. Соңғы теңсіздікті, айырым модулінің қасиетін пайдалана отырып, былай жазайық:










. Бұдан  теңсіздігін қанағаттандыратын барлық -тер үшін  теңсіздігі орындалатыны шығады. Осыған ұқсас теорема  жағдайында шегі бар болатын ƒ функциясы үшін де дұрыс болады. ƒ функциясының шенделгендігін ақырсыз қашықтықтағы нүкте  маңайында орналасқан барлық  үшін де (яғни, барлық , немесе  үшін) дәлелдеуге болады. Мұның дәлелдемесі жоғарыда келтірілген теореманың дәлелдемесін сөзбе-сөз дерлік қайталайды. Сон ымен, -тің а -ға ұмтылғанда (немесе   жағдайда) ƒ функциясының арқылы шегі бар болса, онда ол функция ɑ нүктесінің қандай болса да бір маңайында шенделген болуы қажетті.




Теорема. ,  функциясы    анықталған болсын.  нақты саны осы жиынның шектік нүктесі болсын. 





,    ақырлы шектері бар болатын болсын. Егер де  мүшелері үшін  теңсіздігі орындалатын болса, онда  теңсіздігі орындалады. 

Шектерге амалдар қолдану







Теорема. , ,  функциялары   жиынында анықталсын.  нақты саны осы жиынның шектік нүктесі болсын.  мүшелері үшін  теңсіздітері орындалсын. Егер де 

  шегі бар болатын болса, онда 

. 






Теорема. ,  функциясы    анықталған болсын.  нақты саны осы жиынның шектік нүктесі болсын. ,    ақырлы шектері бар болатын болса, онда 







егер  болса, онда 


орындалады. 
Бұл теорема тізбек шектері үшін дәлелденген сәйкес теореманы пайдалана отырып дәлелденеді. 


Ескерту. Егер  (тұрақты сан) болса, онда   .


1-салдар. Егер   бар болса, онда кез келген с саны үшін  .


2-салдар. Егер  бар болып,  - натурал сан болса, онда 

                     
Функцияның ақырлы шегінің бар болуы туралы
Коши критерийі 










Теорема.  функциясы  анықталған болсын.  нақты саны осы жиынның шектік нүктесі болсын.  функциясының  нүктесінде ақырлы шегі бар болуы үшін  санын алсақ та оған сәйкес  ,  теңсіздіктерін қанағаттандыратын  мүшелері үшін  


теңсіздігінің орындалуы қажетті және жеткілікті. 








Дәлелдеуі. Қажеттілік.  шегі бар дейік. Функция шегінің  жағдайдағы 2-анықтамасы бойынша кез келген  санына сәйкес  саны табылып,  .  шартын қанағаттандыратын аргументтің кез келген екі мәні  және  үшін 


              ,                                 (3)


теңсіздіктер орындалады. Енді модуль қасиетін және осы теңсіздіктерді ескерсек, онда (3) теңсіздікті қанағаттандыратын  және  үшін 



теңсіздігі орындалады, яғни  жағдайда ƒ функциясы Коши шартын қанағаттандырады. 


















Жеткіліктілік.   жағдайда ƒ функциясы Коши шартын қанағаттандыратын болсын. Берілген  санына сәйкес  саны табылады деп ұйғарып,  теңдігін дәлелдейік. Ол үшін функция шегінің бірінші анықтамасын пайдаланып, аргумент мәндерінің ɑ-дан өзге () сандардан құралатын және  а санына жинақталатын  кез келген  тізбегін қарастырайық. Бұл тізбек үшін жоғарыда алынған  санына сәйкес  нөмері табылып, тізбек шегінің анықтамасы бойынша ьарлық  үшін  теңсіздігі орындалады. Егер  мен бірге тағы да  нөмерін алсақ , онда  және  үшін  ,  теңсіздіктері орындалады. Енді  санының қандай шартпен алынғанын 

ескерсек,  теңсіздігі орындалады. Алайда осы табылған шарт 




 және  нөмерлері -ден үлкен болғанда ғана орындалады. Олай болса, тізбегі- негізгі тізбек. Сондықтан да, ол жинақталатын тізбек болады.





         Сонымен,  . Енді бұл шек  тізбегі қалай таңдап алынғанына байланысты еместігін дәлелдейік. Ол үшін жоғарыда қарастырылған  тізбегінен өзге  тізбегін  қарастырайық. 











         Бұған сәйкес  тізбегі жоғарыдағы дәлелденген тұжырым бойынша қандай болса да бір санға жинақталатыны түсінікті. Оны   деп дәлелдейік. Енді осы  саны сол  санымен тең болатынына көз жеткізу қажет. Ол үшін қарсы жоримыз, яғни  дейік, ɑ-дан өзге сандардан құрылатын және сол ɑ санына жинақталатын  тізбегін қарастырайық. Алайда ƒ функциясының мәндерінен тұратын оған сәйкес  тізбегінің шегі болмайды. Шынында да, тізбектің тақ және жұп орнында тұрған мүшелерінен құралған екі тізбек, жоғарыда байқағанымыздай, әр түрлі  және  сандарына жинақталады. Ал мұның өзі жоғарыда дәлелденген тұжырымға қайшы(яғни ƒ функциясы мәндерінің жиыны жинақталуы тиіс). Сонымен,   және  теңдігі орындалады. Теорема толық дәлелденді. 





         Осыған ұқсас түрде , ,   жағдайлары үшін Коши шартын тұжырымдап айтып және ƒ функциясы үшін Коши критерииін дәлелдеуге болады. Жеке жағдайда, (1) шартты сәйкес мына шарттармен алмастыру керек:







Мұндағы ескертеріміз, аргумент мәндерінің  жағдайдағы  және  тізбектері  а санынан кіші (үлкен ) сандардан құралған да және олардың әрқайсысы сол а санына жинақталады. Ал  жағдайда бұл тізбектер ақырсыз үлкен (тұрақты таңбалы ақырсыз үлкен) тізбек болады.








	Анықтама.  функциясы  анықталған болсын.  нақты саны осы жиынның шектік нүктесі болсын және  нүктесінің сол жағында  жиынының сан жетпейтін көп нүктелері бар болатын болсын. Егер де  санын алсақ та оған сәйкес   нүктелері үшін 

 


теңсіздігі орындалатын болса, онда  саны  функциясының 

 нүктесіндегі сол жақты шегі деп аталып, 

  
символы арқылы белгіленеді.   








Анықтама.  функциясы  анықталған болсын.  нақты саны осы жиынның шектік нүктесі болсын және  нүктесінің оң жағында  жиынының сан жетпейтін көп нүктелері бар болатын болсын. Егер де  санын алсақ та оған сәйкес   нүктелері үшін 

 



теңсіздігі орындалатын болса, онда  саны  функциясының  нүктесіндегі оң жақты шегі деп аталып, 

  
символы арқылы белгіленеді. 



	Теорема.  функциясы  анықталған болсын.  нақты саны осы жиынның шектік нүктесі болса, 

онда  шегі бар болуы үшін бұл шектің әрі оң жақты, әрі сол жақты шек болуы қажетті және жеткілікті. 
Бірсарынды функциялар


	Анықтама.  функциясы  жиынында берілсін. 


1.Егер де  теңсіздігін қанағаттандыратын   нүктелерінде 




теңсіздігі орындалатын болса, онда  функциясы  жиынында өспелі функция деп аталады; 


2.Егер де  теңсіздігін қанағаттандыратын   нүктелерінде 




теңсіздігі орындалатын болса, онда  функциясы  жиынында кемімейтін функция деп аталады; 

3.Егер де  теңсіздігін қанағаттандыратын 

  нүктелерінде 




теңсіздігі орындалатын болса, онда  функциясы  жиынында кемімелі функция деп аталады; 


4.Егер де  теңсіздігін қанағаттандыратын   нүктелерінде 




теңсіздігі орындалатын болса, онда  функциясы  жиынында өспейтін функция деп аталады. 





	Теорема.  Егер  функциясы  сегментінде анықталған және бірсарынды өспелі болса, онда  ,   шектері бар және 

  
теңсіздіктері орындалады. 





Егер  функциясы және  сегментінде анықталған және бірсарынды кемімелі болса, онда  ,   шектері бар және 


теңсіздіктері орындалады. 
Бір айнымалыдан тәуелді функцияның үзіліссіздігі    




	Анықтама.  функциясы және  аралығында анықталсын. Егер де   нүктесінде  шегі бар болып, ал шек үшін  

 
орындалатын болса, яғни функцияның шегі шектік 

нүктедегі функцияның мәніне тең болатын болса, онда функцияны   нүктесінде үзіліссіз деп атаймыз. 



	Анықтама.  функциясы  аралығында анықталған болсын.  нүктесі болсын. 




Егер де  санын алсақ та оған сәйкес    теңсіздігін қанағаттандыратын  мүшелері үшін 




теңсіздігі орындалатын болса, онда   функциясы  нүктесіне үзіліссіз деп аталады. 
f  функциясының х0  нүктесіндегі үзіліссіздігінің анықтамасынан 

 
шығады. Барлық элементар функциялар өзінің анықталу облысында үзіліссіз болады. 

Анықтама 2. Егер f функциясы  интервалының әрбір нүктесінде үзіліссіз болса, онда функция осы интервалда үзіліссіз деп аталады. 

Анықтама 3.  функциясы  х0 нүктесінде сол (оң) жақты үзіліссіз деп аталады, егер келесі шарт орындалатын болса. 


 функциясы  ішкі нүктесінде сол жақты және оң жақты үзіліссіз болса, онда ол  сол нүктеде үзіліссіз болады.        







Теорема 1. Егер  функциясы  нүктесінде үзіліссіз боллса, ал  функциясы  орындалатын  нүктесінде үзіліссіз болса, онда  композициясы  нүктесінде үзіліссіз болады. 



Анықтама.  функциясы  аралығында анықталған болсын.  нүктесі үшін 

 


болатын болса, онда  нүктесі  функциясының үзіліс 
нүктесі деп аталады, ал функция үзілісті деп аталады.  



нүктесі  функциясының үзіліс нүктесі болсын және  ақырлы немесе ақырсыз  шегі бар болсын. Онда 



 а) егер  ақырлы болса, онда  нүктесін  функциясының бірінші текті үзіліс нүктесі деп атаймыз; 


б) егер  болса, онда  нүктесін екінші текті үзіліс нүктесі деп атаймыз. 


	Теорема.  функциясы  аралығында анықталған, бірсарынды өспелі(кемімелі) функция болсын. Онда бұл функцияның үзіліс нүктелері бар болса, тек бірінші ретті үзіліс нүктесі болады. 
Үзіліссіз функцияларға амалдар қолдану 






	Теорема. ,  функциялары  нүктесінде үзіліссіз болса, онда , , 


функциялары да, егер  болса, онда 

функциясы да  нүктесінде үзіліссіз болады. 
Үзіліссіз функциялардың қасиеттері 
Больцано мен Кошидің бірінші теоремасы.
Егер: 1) f(x) функциясы [a,b] сегментінде үзіліссіз, 2) бұл аралықтың шеткі нүктелеріндегі функцияның мәндерінің таңбалары әртүрлі болса, онда [a,b] сегментінің ең болмағанда бір с ішкі нүктесінде f(c)=0 болады.
Больцано мен Кошидің екінші теоремасы.
Егер: 1) f(x) функциясы не [a,b] сегментінде, не (a,b) интервалында үзіліссіз, 2) бұл аралықтың шеткі нүктелеріндегі функцияның мәндері А мен В өзара тең емес, 3) С саны А мен В-нің арасындағы кез келген сан болса, онда а мен b-нің арасында жататын ең болмағанда бір нүкте с табылып, f(c)=C болады.
Дәлелдеу. A>B деп ұйғаралық. Онда A>C>B. Былайша бір көмекші функция (x)=f(x)-C құралық.
 (a,b) аралығында берілген f(x) үзіліссіз функция болғандықтан, екі үзіліссіз функцияның айырымы болуы себепті (x) де сол аралықта үзіліссіз функция.
Сонымен қатар:


Және

.


Сөйтіп, [a,b] сегментінде көмекші функция  үзіліссіз және сегменттің шеткі нүктелеріндегі оның мәндерінің таңбасы әр түрлі болып, яғни функция  Больцано мен Кошидің бірінші теоремасының шарттарын түгел қанағаттандыратын болып шықты.

Олай болса, а мен b нүктелерінің арасында жататын ең болмағанда бір с нүктесі  табылады да,



Бұдан:



Яғни


Осымен теорема дәлелденді.
Вейерштрасстың бірінші теоремасы.


Егер  функциясы [a,b] сегментінде үзіліссіз болса,  сол сегментте шенелген функция.




Бұл теореманы қарсы жорып дәлелдеу әдісімен дәлелдейміз. Ол үшін:  [a,b] сегментінде шенелмеген (мысалы, жоғарыдан шенелмеген) функция деп жоримыз. Бұлай десек, әрбір натурал сан n үшін  нүктесі табылумен бірге


                                
еңсіздігі орындалады.



Енді [a,b] сегментінің нүктелерінен құралған  тізбегін құрсақ, Больцано-Вейерштрасс леммасы бойынша бұл тізбектің құрамынан нүктесіне жинақталатын  тізбекшесін бөліп шығаруға болады, яғни


 егер 
Онда теоременың шартына қарсы жоруымызға сәйкес


                 



Бірақ, теоременың шарты бойынша  [a,b] сегментінің бүкіл бойында үзіліссіз функция делінген. Демек.  функциясы  нүктесінде де үзіліссіз екені анық. Олай болса,


                
(2) мен (3) шарттарды салыстырсақ, олардың бір-біріне қайшы екенің білеміз.
Ендеше, біздің қарсы жорып ұйғаруымызтеріс болып шықты. Осымен теорема дәлелденді. 
Вейрштрасстың екінші теоремасы 


Егер  функциясы [a,b] сегментінде үзіліссіз болса,  функциясы сол сегментте ең болмағанда бір рет өзінің ең үлкенмәнін, бір рет ең кіші мәнін қабылдайды. 
Функцияның бірқалыпты үзіліссіздігі  
Анықтама.  Егер 


орындалатын болса, онда  функциясы X
жиынында бірқалыпты үзіліссіз деп аталады. 
Егер f функциясы бірқалыпты үзіліссіз болмаса, онда 


орындалады. 


Кантор теоремасы. Егер  функциясы  сегментінде үзіліссіз болса, онда ол осы сегментте бірқалыпты үзіліссіз болады. 
Кантор теоремасының салдары.



Егер  сегментінде үзіліссіз болса, алдың ала берілген кез келген  саны үшін  саны табылып,   сегментін 







Шартын қанағаттандыратын  нүктелері арқылы ұзындықтары дан кіші болтын  түріндегі бөлік сегменттерге қалауымызша бөлсек,  функциясының әрбір бөлік сегменттегі тербелісі  санына кіші болады.




Дәлелдеу.  сегментінде үзіліссіз болғандықтан Кантор теоремасы бойынша ол функцмя сол сегментте бір қалыпты үзіліссіз болады. Олай болушылық кез келген  саны үшін  саны табылатыны және  сегментіндегі кез келген екә нүкте  мен  үшін 

Шарты орындалса-ақ, сонымен  бірге 

Теңсіздігі орындалады деген сөз.





Енді қз еркімізше  сегментін ұзындығы    санына кіші болып келетін  түріндегі сегменттерге бөліп жібереміз. Сонда: егер  мен  арқылы әрбір жекелеп алған бөлік тізбектің кез келген екі нүктесін белгілесек, олар үшін


Теңсіздігі орындалады және бұнымен бірге





 пен -тер  функциясының әрбір бөлік сегмнттег кез келген мәні, олай болса, олар функцияның сол сегменттегі ең үлкен және ең кіші мәні де бола алады.


Демек, әрбір бөліксегментте  функцияның тербелісі  санынан кіші.
Күрделі функция және оның үзіліссіздігі.








Теорема. Егер  функциясы  сегментінде үзіліссіз болып, ал  функцисы  функциясының  сегментінде қабылдайтын барлық мәндері өзінің құрамына кіретін  кесіндісінде үзіліссіз болса,  күрделі функциясы да  сегментінде үзіліссіз болады.





Шынында.  сегментіндегі ерекімізше алынған нүктені  арқылы белгілейік те,  делік.  функциясының  сегментінде үзіліссіз екенін ескерсек,


Теңдігі орындалатаның көреміз.



Ал  функциясы  сегментінде үзіліссіз; сондықтан ол функция  нүктесінде де үзіліссіз. Сонда:


да 



Болуымен байланысты , яғни күрделі  функциясы  нүктесінде үзіліссіз болады.




 арқылы нің кез келген нүктесін белгілегенбіз,ендеше  күрделі функциясы  сегментінің бүкіл бойында үзіліссіз функция.
Осымен теорема дәлелденді.
Сөйтіп, егер күрделі функция жасайтын берілген екі функциялық тәуелділіктің екеуі де үзіліссіздікті белгілесе, күрделі функцияда үзіліссіз. Индукция әдісін пайдаланып, бұл теореманы үшб төрт не одан да көп буыннан тұратын күрделі функцияға қолдану қиын емес. Басқаша айтқанда: егер күрделі функция жасаудағы әрбір буындағы тәуелділік үзіліссіз болса, күрделі функция да сөзсіз үзіліссіз функция болады.


4- дәріс 
Тақырыбы: Бір айнымалыдан тәуелді функцияның дифференциалдық есептеулері 
Жоспар 
1. Функцияның туындысы;    
2. Туындының геометриялық және механикалық мағынасы;  
3. Дифференциалдау ережелері; 
4. Элементар функциялардың туындылары;
5. Кері функцияның туындысы; 
6. Функцияның дифференциалы. Дифференциал формасының инварианттығы; 
7. Тейлор формуласы және оның қолданылуы. 
8. Функцияның туындысы;    
9. Туындының геометриялық және механикалық мағынасы;  
10. Дифференциалдау ережелері; 
11. Элементар функциялардың туындылары;
12. Кері функцияның туындысы; 
13. Функцияның дифференциалы. Дифференциал формасының инварианттығы; 
14. Тейлор формуласы және оның қолданылуы. 
15. Ферма теоремасы;    
16. Ролль теоремасы;  
17. Лагранж теоремасы; 
18. Коши теоремасы. 

Функцияның туындысы 


Анықтама.  функциясының  нүктесінің бір маңайында анықталсын. 



шамасын функцияның   өсімшесі деп атайды (мұндағы ). 








Анықтама. [image: ] функциясы аралығында анықталған болсын. Егер  үшін  нақты мәнді шегі бар болса, онда  функциясы  нүктесінде дифференциалданады, ал шектің мәні  функциясының  нүктесіндегі туындысы деп аталады да,  символдарының бірімен белгіленеді, яғни 

 . 
Туындының геометриялық және механикалық мағынасы 
Берілген қисықтың бойында жатқан нүкте арқылы жанама жүргізу турулы есепті қарастырғанда біз





Осы формула бойынша туындыға геометриялық мағына беруге болады. Ол:  қисығының абсциссасы x-ке тең нүктесі арқылы жүргізілген жанаманың бұрыштық коэффициенті  функциясының туындысын ке тең болады.
Ескерте кететін нәрсе мынау: егер элементарлық геометрия тек шеңберлерге ғана жанама жүргізуді, аналитикалық геометрия II ретті қисықтардың қай-қайсысына да жүргізілген жанаманы қалай табуды үйретсе, дифференциалдық есептеу бұл мәселені жалпы түрде шешуді, яғни кез келген қисықтың кез келген берілген нүктесі арқылы жанама жүргізу жөніндегі мәселені щещуге мүмкіндік береді.
Қозғалыстағы материялық нүктенің лездік жылдамдығы туралы есепте біз оның 



Формуласы арқылы анықталатының білгенбіз. Сондықтан туындының механикалықмағынасы мынау болып шығады: қозғалыстағы нүктенің жылдамдығы  оның жүрген жолы s-тен уақыт t бойынша алынған туындысы болады.
Бұл параграфта туынды ұғымына сүйеніп, тағы бір ұғымды, дененің берілген температурадағыжылу сыйымдылығы деген ұғым ендіріміз.
Бұл мақсатта: денені -тан -қа дейін қыздыру үшін жұмсалатын жылу мөлшерін Q деп ұйғарарлық. Сонда Q шамасы температураның функциясы болып шығады, яғни 





Егер температура  -ға  өсімшесін берсек, жылу мөлшері Q да  өсімшесін алады. Сонда  қатынасы дененің  -тан -қа дейін қызғандағы орта жылу сыйымдылығы деп аталады.


Жалпы алғанда орта жылу сыйымдылық та  өзгеруімен байланысты өзгеріп отыратын олғандықтан оны температура Ө-ға тең болған кездегі жылу сыйымдылығы деп алуға болады. Ендеше, берілген Ө температурасындағы жылу сыйымдылығы  үшін орта жылу сыйымдылығының -дағы шегін алу табиғи нәрсе, яғни:


Сөйтіп, дененің жылу сыйымдылығы жылу мөлщері Q-ден температуру t бойынша алынған туынды болып шықты.
Дифференциалдау ережелері

1)  

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 
Элементар  функциялардың туындылары


				


				


				


			


			


			









Теорема. функциясы  нүктесінде дифференциалдансын және  болсын.   функциясы   нүктесінде дифференциалдансын және . Онда  күрделі функциясы  нүктесінде дифференциалданады және 

 
теңдігі орындалады. 
Теорема (Кері функция туындысы). 





	Егер  функциясының  нүктесіндегі туындысы бар және  болса, онда сәйкес кері  функциясының   нүктесіндегі туындысы бар және 

. 
Анықтама. Егер 



  ақырлы шегі бар болса, онда бұл шекті  функциясының оң жақты (сол жақты) туындысы деп аталады және 


() 
деп белгілейміз. 


Анықтама.  функциясы - де анықталсын, егер функция өсімшесін 


, ()  




түрінде жазуға болса, онда  функциясының  нүктесінде дифференциалданады, ал  

функциясын  нүктесіндегі дифференциалы деп атайды. 




Теорема.  функциясы  нүктесінде дифференциалдануы үшін оның  нүктесінде ақырлы туындысы бар және  болуы қажетті және жеткілікті. 


Теорема. Егер  функциясы  нүктесінде дифференциалданатын болса, онда ол осы нүктеде үзіліссіз.
Туындысы болатын функцияның үзіліссіздігі.


Егер  сегментінде анықталған  функциясының ол сегменттің белгілі бір нүктесінде туындысы болады.
Бұл пікірдің дұрыстығы мына теоремадан крінеді.


Теорема.  функциясы  нүктесінде үзіліссіз болу үшін ол функциянығ сол нүктеде ақырлы туындысы болуы жеткілікті.
.Дифференциал формасының инварианттығы.

 функциясының дифференциалының айырықша қасиеті сол, х тәуелсіз айнымалы болғанда да, болмаса x-тің өзі басқа бір тәуелсіз айнымалының функциясы болған жағдай да дифференциалдың формасы


әрқашанда өзгермей сақталады. Дифференциалдың осы сақталу қасиетін дифференциал формасының инварианттық қасиеті деп атайды.




Қасиеттің дәлелденуі. Бұл мақсатта  функциясы t нүктесінде дифференциалданатын, ал  функциясы нүктесінде дифференциалданатын функция деп ұйғаралық. Сщнда күрделі функция тің туындысы бар және ол:


болады. Бұның бар болуы күрделі функция да t нүктесінде дифференциалданатын функция болатының белгісі. Ендеше, күрделі функцияның дифференциалы да бар және ол:


болады.



Соңғы формуладағы  көбейтіндісі  функциясының t нүктесіндегі дифференциалы, яғни:   екені айқын. 

Олай болса:  болғаны; дәлелденуі керегі де осы еді.



Әдейі көңіл аударатын нәрсе мынау: біз жоғарыда дифференциалдың тек формасының ғана инварианттығын дәлелдедік. Бұдан функциядан функцияның дифференциалы мен тәуелсіз айнымалының дифференциалының мазмұны бір деген қорытынды шықпайды. Керісінше, мазмұн жағынан ол екі дифференциалдың бірінен-бірінің елеулі айырмашылықтары бар, өйткені dx шамасы тәуелсіз айнымалының тек дифференциалы ғана емес, сонымен бірге аргумент x-тің өсімшесі де  те) болып табылады; ал функциядан функцияның дифференциалындағы dx шамасы  функциясының дифференциасы болады да, бірақ -ке тең болмайды.
Тейлор формуласы және оның қолданылуы. 
1. Тейлор формуласының локальдық түрі: Егер: 

1) f(x) функциясы x0 нүктесінің қандай да бір  маңайында анықталған болса; 

2) f(x) функциясының осы маңайда (n-1)-ге дейінгі  туныдылары бар болса; 

3) x0 нүктесінде n-ші ретті  туындысы бар болса, онда 

              ,              (1)

мұнда   теңдігі орындалады. 

Дербес жағдайда  үшін: 

                               .                    (2)
орындалады. 
 (2) Тейлор формуласының локальдық түрінен маңызды бес жіктеуді аламыз:  

1. . 

2. .

3. .


4. 5. .
2. Тейлор формуласы. Егер: 

1) f(x) функциясы  сегментінде анықталған болса; 

2) f(x) функциясының сегментте үзіліссіз  туындылары бар болса; 


3)  үшін ақырлы  туындысы бар болса, онда 

,
орындалады, мұнда 

 
(Лагранж формасындағы қалдық мүше), немесе  


(Коши формасындағы қалдық мүше).
Функцияның жоғарғы ретті туындысы  




 функциясы  аралығында анықталсын. Егер   функциясы  нүктесінде дифференциалданатын болса, яғни 

 



шегі бар болса, онда ол шек  функциясының  нүктесіндегі екінші ретті туындысы деп аталады да,  символымен белгіленеді.  Осылайша функцияның үшінші, төртінші, т.с.с.  жоғарғы ретті туындылары анықталады. 
Теорема (Лейбниц формуласы). 


 функциялары  рет дифференциалдансын. Онда келесі теңдік орындалады:

, 

мұндағы .









Кері функцияның туындысы. Егер ,  функциясының бірмәнді үзіліссіз  кері функциясы бар және дифференциалданатын,  болса,  онда  функциясының туындысы   бар болады және . Екінші ретті туындысы:   .
Айқын емес түрде берілген функцияның туындысы. 












Егер  функциясы дифференциалданатын функция және  теңдігін қанағаттандыратын болса, онда -ті -тің функциясы деп қарастырып, оны  бойынша дифференциалдау керек және алынған  теңдеуді  бойынша шешу керек. Сонда  аламыз, мұнда . -ті табу үшін теңдеуді екі рет   бойынша дифференциалдап, тағы да теңдеуді  қатысты шешу керек және т.с.с.
Параметр арқылы берілген функцияның туындысы. Екі [image: ]- функциялары Х–те берілген және дифференциалданатын болсын: 


онда келесі параметр арқылы берілген функцияның туындысын табу ережесі орынды: 


Функцияның жоғарғы ретті дифференциалы 
Егер нүктеде дифференциалданатын функцияның дифференциалы сол нүктеде дифференциалданатын функция болса, онда берілген функцияның дифференциалының да дифференциалы болады. Осы дифференциалданатын дифференциалды екінші ретті дифференциал деп атаймыз. Үшінші, төртінші ретті,... дифференциалдар да осылай анықталады. 
Дифференциалдық есептеудің негізгі теоремалары 




Теорема (Ферма). [image: ] функциясы 1)  сегментінде  анықталса; 2) сол сегменттің ішкі  нүктесінде өзінің не ең үлкен не ең кіші мәндерін қабылдасын. Егер  бар болса, онда  орындалады. 



Дәлелдеу.  функциясы  нүктесінде ең кіші мәнін қабылдайды деп жориық. Онда  үшін 

 арақатынасы орындалады. 


Егер  болса, онда . 
Бұдан 

.            (1) 


Егер  болса, онда . 
Бұдан 

.            (2) 
Теореманың шарты бойынша 

.            (3) 




Бұл соңғы шек  шамасы  нүктесінде қай жағынан ұмтылса да бірдей, яғни (3) шектің мәні -тің  нүктесіне бір жағынан ұмтылуына тәуелді емес. 



	Демек (1) мен (2) арақатынастарды бірге қарастырсақ, онда  болуға тиіс, дәлелдеу керегі осы. Егер  функциясы   нүктесінде ең үлкен мәнін қабылдайтын жағдайда да Ферма теоремасы осы сияқты дәлелденеді. 
Теорема (Ролль). [image: ] функциясы 

1.  сегментінде үзіліссіз; 

2.  интервалында дифференциалдансын; 



3.  болсын, онда :  
теңдігі орындалады.   

Теорема (Лагранж). [image: ] функциясы 

1.  сегментінде үзіліссіз; 

2.  интервалында дифференциалдансын, онда 

:

 
теңдігі орындалады.  ч


Теорема (Коши). [image: ]және  функциялары 

1.  сегментінде үзіліссіз; 

2.  интервалында дифференциалдансын; 



3. ,  болса, онда : 


 
теңдігі орындалады.   



































5- дәріс 
Тақырыбы: Функцияны толық зерттеу және оның графигін салу  
Жоспар 
1. Анықталмағандықтарды ашу;    
2. Лопиталь ережелері;  
3. Лагранж теоремасы; 
4. Коши теоремасы. 
Анықталмағандықтарды ашу 







, , , , , ,  символдары анықталмағандықтар деп аталады. 
Лопиталь ережелері 

 түріндегі анықталмағандық. 





Теорема.  және функцияларының - маңайында туындылары бар болып және орындалсын. Егер  ақырлы шегі бар болса, онда 


теңдігі орындалады.   

 түріндегі анықталмағандық. 





Теорема.  және функцияларының - маңайында туындылары бар болып және орындалсын. Егер  ақырлы шегі бар болса, онда 

 
теңдігі орындалады.   
Анықталмағандықтардың басқа түрлері.


1)0 түріндегі анықталмағандыққа қолданылуы.



Егер  және  болып, сонымен бірге -тің таңбасы өзгермесе, шек



 түрінегі анықталмағандықты береді. Бұл жағдайда берідген фуекцияны


не 


түрінде жазсақ, оң жағы Лопиталь ережесін қолдануғаболарлық түрге келеді.
Мысал: 




2)  түріндегі анықталмағандықтар  түріне келтіріледі, бұл анықталмағандықтар


шегімен байланысты, яғни:
а) егер 


 және     

болса,  түріндегі анықталмағандық шығады;
a) егер 


                

болса,  түріндегі анықталмағандық шығады;
b) егер 


  

болса,   түріндегі анықталмағандық шығады.

Туынды көмегімен функцияны зерттеу 


Туындының геометриялық мағынасынан туындыны дифференциалданатын  функциясының графигіне  нүктесі арқылы жүргізілген жанаманың теңдеуін және нормаль теңдеуін табу үшін пайдаланатынын көреміз.
Жанаманың теңдеуі 








түрінде болады.  ( -  осінің оң бағытымен жанама арасындағы бұрыш) орнына  алуға болады. Демек, дифференциалданатын  функциясының графигіне  нүктесі арқылы жүргізілген жанаманың теңдеуі, 

.

түрінде болады, мұнда .
Нормалінің теңдеуі


, мұнда 
түрінде жазылады.
Функцияның өсуі және кемуі
Берілген функцияның туындысының таңбасы бойынша ол функцияның өспелі не кемімелі болуын айқындайтын бірнеше теорема дәлелдейміз.







Теорема 1. Егер  функциясы  сегментінде үзіліссіз, туындысы  ең болмағанда  интервалында ақырлы болса, берілген функция  сол сегментте тұрақты болу үшін барлық  үшін  шартының орындалсуы қажет және жеткілікті.




Қажеттілігі. Барлық  үшін  делік (бұндағы с – қандай да болса бір нақты сан). Онда барлық  үшін 


Жеткіліктілігі. Барлық  үшін  делік. Егер  болса, Лагранж теоремасы бойынша:


(бұнда ).



Ал, шарт бойынша барлық  үшін  делінген. Олай болса с нүктесінде де  демек, 


яғни





теңдігі кез келген  үшін орындалады, бұл  сегментінде  тұрақты деген сөз.


Салдар. Егер қандай да болса бір аралықтың бүкіл бойында  пен  фуекцияларының туындылары арқылы және өзара бірдей болып келсе, сол сегментте


болады, яғни ол екі функцияның айырымы кез келген тұрақты шама болады.
Дәлелдеу. Шарт бойынша:


демек, 1-теоремаға сәйкес:

,
яғни









Теорема 2. Егер  функциясы  сегментінде үзіліссіз, ең болмағанда  интервалында аэқырлы туындысы бар болса, ол  сол  сегментінде кемімейтінфункция болу үшін барлық  үшін  шартының орындалуы қажет және жеткілікті.





Қажеттілік.  сегментінде кемімейтін функция делік, егер х-ке  шартын қанағаттандыратын кез келген  өсімшесін берсек,  пен  таңбалас болады да,

                    (1)
арақатысы орындалады.


Теореманың шартына сәйкес  туындысы  интервалы бойында ақырлы болғандықтан (1)-ден:


яғни



арақатысы барлық  үшін орындалатындығы туралы қорытындығы келеміз.





Жеткіліктілік. Барлық  үшін  делік.  сегментіндегі кез келген екі нүктені  және  деп белгілейік. Егер Лагранж теоремасын қолдансақ, 



(бұнда:  болады.


 орындалады делінгендіктен  болатыны анық. Сондықтан.  болғанда 

,

олай болса,  сегментінде кемімейтін функция болып шықты.




Теорема. Дифференциалданатын [image: ] функциясы  интервалында өспелі (кемімелі) болу үшін  (),  , шарты орындалуы қажетті және жеткілікті. 





Анықтама. Егер  (),  теңсіздігі орындалса, онда     функциясының максимум (минимум) нүктесі деп аталады.  
Функцияның максимум және минимум нүктелерін функцияның экстремумдары деп атайды. 
Теорема.(экстремумның қажетті шарты).	 





Егер  нүктесі   функциясының экстремум нүктесі  болса, онда  нүктесінде  туындысы жоқ немесе . 






Теорема.  функциясы  нүктесінде үзіліссіз және - да дифференциалдансын. Егер   нүктесінен өткенде таңбасын өзгертсе, онда - қатаң экстремум нүктесі болады. 


Анықтама. [image: ] функциясы  интервалында анықталсын және  нүктесі үшін 

    



теңсіздігі орындалса, [image: ] функциясы - да дөңес (ойыс) функция деп аталады. 



	Анықтама.  функциясының графигі  нүктесінде дөңестігін ойыстыққа ауыстырса, онда  нүктесі [image: ] функциясының иілу нүктесі деп аталады. 







	Теорема.  Егер  функциясы  нүктесінде екі рет дифференциалданатын және  нүктесінде  () болса, онда  функциясы  нүктесінде ойыс (дөңес) болады. 




	Теорема.  Егер  нүктесінде  функциясының екінші ретті туындысы бар және - иілу нүктесі болса, онда  . 
Асимптоталар 






1-анықтама. Егер берілген  қисығының  нүктесі координат бас нүктесінен ақырсыз алыстағанда,  нүктесінен  түзуіне дейінгі қашықтық нөлге ұмтылса, онда  түзуін  қисығының асимптотасы деп атаймыз.




Вертикаль асимптота.  түзуі  қисығының вертикаль асимптотасы деп аталады, егер  немесе .


Горизонталь асимптота.  түзуі қисығының горизонталь асимптотасы деп аталады, егер 


 немесе .


Көлбеу асимптота.  түзуі  қисығының көлбеу асимптотасы деп аталады, егер


, ,
немесе


, .
Функцияның графигін салу үшін жүргізілетін зерттеу
1) анықталу облысын табу; 
2) ерекшеліктерін (периодтылық, жұп не тақ, таңбаның сақталуы) атап өту, функцияның графигінің координаталар осьтерімен қиылысу нүктелерін табу; 
3) функцияның анықталу облысының шектік нүктелеріндегі мәнін табу, не болмаса, олардың маңайында функцияның қалай өзгеретінін зерттеу, функцияны үзіліссіздікке зерттеп, бар болса, үзіліс нүктелерін тауып, үзілу түрлерін анықтау; 
4) көлбеу асимптоталарды табу (вертикаль және горизонталь асимптоталар 3 пункте анықталады) не олардың жоқ екендігіне көз жеткізу; 
5) функцияның өсу, кему аралықтарын тауып, локальді, глобальді экстремумдарды анықтау; 
6) функцияның дөңес  және ойыс аралықтарын тауып, иілу нүктелерін анықтау керек. 
Соңында, осы зерттеулердің нәтижесін пайдаланып, функцияның графигінің эскизін салу керек. 










6-дәріс
I тарау. Анықталмаған интеграл. Интегралдау әдістері
Жоспары:
1. Алғашқы бейне ұғымы.
2. Анықталмаған интеграл ұғымы.
3. Анықталмаған интегралдың негізгі қасиеттері.
4. Бөліктеп интегралдау.
5.  Айнымалыны ауыстыру арқылы интегралдау.
Ғылым мен техниканың түрлі-түрлі салаларындағы көптеген  мәселелерді шешу туындысы берілген функцияны табуға әкеліп соқтырады. Ізделіп отырған F(x) функциясының берілген туындысы f(x) бойынша сол F(x) функциясын табу мәселесі тек интегралдау амалының жәрдемімен шешіледі.
Анықталмаған интеграл. Айталық , ƒ және F функциялары қандай бір шекті немесе шексіз Х1 сан аралығында анықталған функциялар болсын.
Анықтама.  Егер бір Х аралықтың әрбір нүктесінде F(х) функциясы үшін 

                                немесе                              (1.1)

теңдігі орындалса, онда  F(х) функциясы осы аралықта  үшін алғашқы функция деп аталады.

Мысалдар. 1.  функция сандар өсінде  функциясының алғашқы бейнесі болады.  Расында да,  үшін  теңдігі орындалады.
2.  функция (-3,3) интервалда  , функцияның алғашқы бейнесі. Шынында да,  
Сонымен, берілген  функциясының - алғашқы бейнесін табу амалын интегралдау амалы дейміз, демек, интегралдау амалы дифференциалдау амалына кері амал болып табылады.                                  
Теорема.  Егер Х аралығындағы  функциясы  функциясының  алғашқы бейнесі болып табылса, онда                     
                                                                                                              (1.2)
функциясы да, мұндағы С – кез-келген тұрақты сан, сол Х аралығында ƒ функциясының алғашқы бейнесі болып табылады, керісінше де, қарастырылып отырған Х аралығында  функциясының кез-келген алғашқы Ф бейнесі (1.2) формуламен өрнектеледі.                                     
Анықтама. Егер  функция [a,b] сегментте берілген  функцияның алғашқы бейнесі (функциясы) болса, онда  функция  функцияның [a,b] сегменттегі анықталмаған интегралы деп аталады және ол былай белгіленеді:
                                          ,                                               (1.3)
мұндағы ʃ - интеграл белгісі, х – интегралдау айнымалы, - интеграл астындағы функция,  - интеграл астындағы өрнек деп аталады және ол «интеграл эф икс дэ икс бойынша» деп оқылады,  – өрнегі интеграл астындағы функцияны  x айнымалы арқылы интегралдау керек екендігін білдіреді.  

Интеграл астындағы функцияның анықталмаған интегралын табу амалын қысқаша интегралдау амалы дейміз. Сонымен, жоғарыда айтылғандай интегралдау амалы дифференциялдау амалына кері амал болып табылады.
Осы анықтамадан, егер функция  функцияның [a,b] сегментінде алғашқы бейнесі бар болса, онда интеграл астындағы өрнек кез-келген алғашқы  бейнесінің дифференциалына тең. Расында да, онда  функция  функцияның [a,b] сегментіндегі алғашқы бейнесі болсын. Онда барлық  үшін
                                                          
теңдігі орындалады. Осында                             

Анықталмаған интегралдың қасиеттері:
    1°Анықталмаған интегралдың туындысы интеграл астындағы функцияға, ал дифференциалы интеграл астындағы өрнекке тең болады.
                                                      (1.4)

    2°Дифференциалдың анықталмаған интегралы дифференциалданған функция мен кез-келген тұрақтының қосындысына тең, яғни
                                                                                          (1.5)

       Олай болса, 
    3°Тұрақты көбейткішті интеграл белгісінің алдына шығаруға да, интеграл белгісінің астына алып баруға да болады.
         Демек  k-тұрақты, теңдіктің екі жағын жеке-жеке алып дифференциалдасақ 
             (1.6)
Яғни,  теңдігі дұрыс.
    4° Бірнеше функциялардың алгебралық қосындысының анықталмаған интегралы қосылғыштардан алынған анықталмаған интегралдардың алгебралық қосындысына тең, яғни
                                                        (1.7)
    5° Егер  функциясы  үшін алғашқы функция болса, (яғни     , онда
                                                                      (1.8)
            Дәлелдеу.                        

Анықталған интегралды есептегенде егер  болса, онда оны төмендегі формулалармен есептейді:   
a)                                                                     (1.9)
b)                                                           (1.10)
c)  .                                                 (1.11) 

Төмендегі интегралдар анықталмаған интегралдың кестесі деп аталады. Берілген функцияның интегралын табу немесе интегралдау үшін алдымен интеграл астындағы функцияны өрнектеп, түрлендіріп және интегралдау әдістерін қолданып, интеграл кестесінің біріне келтіруіміз керек. Содан соң осы кестені пайдаланып, берілген функцияның алғашқы бейнесін табамыз. Демек, төменгі анықталмаған интегралдың кестесін білу өте қажет. Біз төменде элементар функциялардың интеграл кестесін келтіреміз:

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	

	
	



	
	

	
	

	
	

	


	




Интегралдау әдістері
        Бөліктеп интегралдау
        u  мен v  аргумент х - тің дифференциалданатын функциялары болсын. Сонда      d(uv) = udv + vdu болады. Бұл теңдіктің екі жағын интегралдасақ ,


болар еді.


Ал   Сондықтан .  Бұдан 



теңдігі шығады. Кез келген тұрақты  С - ні  қосылғышының құрамына енгізуге болады. Олай болса,


деп жазуға болады.
Анықталмаған интегралды (1) формула бойынша есептеп шығару бөліктеп интегралдау деп аталады.
Мысалдар:

1.  интегралын табу керек. Егер u = arctgx,  dv = dx деп белгілесек,

du= болады . Сонда (1) формула бойынша мынау шығады.


.

2. 

3. 
Бөліктеп интегралдау әдісі арқылы табылатын жиі кездесетін интегралдардың типтері. 
I. 


,  ,  түріндегі интегралдар,  (Pn(x) –n дәрежелі көпмүше, k –кез келген сан). Бұл түрдегі интегралдарды табу үшін u=Pn(x) деп алып, (4) формуланы  n рет қолдану керек.
II. 




, , , түріндегі интегралдар (Pn(x) –n дәрежелі көпмүше). Оларды табу үшін Pn(x) жанындағы көбейткішті и функциясы деп алу керек. 
III. 

,  түріндегі интегралдар (a, b – сандар). 
Олар бөліктеп интегралдауды екі рет қолдану арқылы табылады.

Айнымалыны ауыстыру арқылы интегралдау
Егер дифференциалдық есептеуде функцияның  әр түріне  сәйкес олардың  туындыларын табудың әдістерін көрсете алған болсақ, интегралдық  есептеуде алған болсақ, интегралдық есептеуде берілген функция үшін алғашқы функция табудың жалпы әдісін көрсету мүмкін емес. Функцияны интегралдаудың қиындығы міне осында. Алайда алғашқы функциялар табуға мүмкіншілік беретін әр түрлі әдістер бар. Сол әдістердің бірі интеграл астындағы өрнектің аргументін ауыстыру болып табылады. Бұл әдістің мағынасы мына леммада баяндалады.
Лемма. Егер қандай да болса бір [a;b] сегментінде

                                               (1.12)
теңдігі орындалып,

                                                        (1.13)

формула бойынша жаңа айнымалы t енгізіліп, ондағы функция  белгілі бір [α;β] сегментінде анықталған және дифференциалданатын функция болса, ал t шамасы α - дан β - ға дейінгі  мәндер қабылдайтын мәндері [a;b] сегментінен шықпаса

                                          (1.14)
теңдігі орындалады.
Осы леммаға сүйеніп, айнымалыны ауыстыру жолымен интегралдаудың  мына екі ережесін келтіруге болады:
Ереже-1.  Егер (1.13) ауыстыру формуласын қолданып,

                                                  (1.15)
интегралына көшкенде ол интеграл

                                                         (1.16)
интегралынан гөрі жеңілірек есептелетін болса, (1.13) формула бойынша қайтадан бұрынғы айнымалыға көшу нәтижесінде (1.16) интегралдың мәні шығады.
Ереже-2. Егер ψ(х)–дифференциалданатын функция болып, айнымалыны
t=ψ(х)                                                     (1.17)
формуласы бойынша ауыстырғанда



теңдігіне көшкенде  интегралы (1.16) интегралдан гөрі жеңіл есептеліп, шықса, (1.17) формула бойынша қайтадан  t - ден х - ке көшу нәтижесінде (1.16) интегралдың мәні табылады.




Мысалы:  интегралын табу керек. Егер  десек,    және . Сондықтан








7-дәріс. Рационал функцияларды интегралдау

Жоспары:
1. Бүтін рационалдық функцияны интегралдау
2. Дұрыс бөлшек рационалдық  функцияны интегралдау
3. Рекурренттік формуланы қорыту

Егер бүтін рационалдық функция  берілсе, оны бірден интегралдауға болады, атап айтқанда



Егер алымы да, бөлімі де көпмүшеліктер болатын  түріндегі бөлшек рационалдық функция берілсе, оны бірден интегралдау басым көпшілік жағдайда мүмкін емес.




Егер  көпмүшелігінің дәрежесі  көпмүшелігінің дәрежесінен төмен болмаса,  - ті - ге бөлсек, берілген бөлшек рационалдық функциясына қосынды түрінде жазылар еді.







Бұнда ψ(х) көпмүшелігі деп - ті - ге бөлуден шыққан бүтін бөлікті, ал g(х) арқылы дәрежесі - дің дәрежесінен төмен болатын қалдықты белгіледік. Сонда  дұрыс бөлшек болады.

Дұрыс рационалдық  бөлшегін


Түріндегі жай бөлшектердің қосындысына қалай жіктеуге болатындығы жоғары алгебра курсынан бізге белгілі.



Бұндағы А,В,С, а, р, q - нақты сандар, ал  үшмүшелігінің нақты түбірі жоқ, яғни  болады. Сонда дұрыс рационалдық    бөлшегін интегралдау осы жай бөлшектерді интегралдауға келтіріледі.



 интегралы рекурренттік формула,  яғни  интегралын   интегралы арқылы табу жөніндегі формула бойынша шығарылады, атап айтқанда


деп түрлендіріп алғаннан кейін соңғы интегралға бөліктеп интегралдау әдісін қолдансақ,


























8-дәріс. Иррационалдық функцияларды интегралдау
Жоспары:

1.  түріндегі интеграл
2. Эйлер алмастырулары

3.   түріндегі интеграл.

 түріндегі интеграл

Бірқатар жағдайларда ыңғайлы ауыстырулар тауып алу нәтижесінде иррационалдық функцияны интегралдауды рационалдық функцияларды интегралдауға келтіруге болады. Бұл тәсілді рационалдау деп аталады.

Интеграл.  түрінде берілген. Бұнда  n –натурал сан, символ R жақшаның ішіндегі шамаларға тек рационалдық амалдар ғана қолданылатынын бейнелейді.
Егер айнымалыны


формуласы бойынша ауыстырсақ,


болады да, қарастырып отырған интеграл


Түріндегі айнымалы t - ның рационалдық функциясының интегралына ауады.
Эйлер алмастырулары

 түріндегі интегралдар. (мұнда а≠0)
Бұл түрдегі интегралдар үшін мына үш жағдай болуы мүмкін:
а>0 болған жағдай. Бұл жағдайда Эйлердің бірінші ауыстырмасы деп аталатын


формуласы бойынша ауыстырамыз.


а<0 болған жағдай.  үшмүшелігінің түбірлері нақты сандар деп есептеп, оларды α және β деп белгілейік. Сонда  деп жазылады.

Айнымалыны Эйлердің екінші ауыстырмасы деп аталатын  формуласы бойынша ауыстырамыз.

с>0 болған жағдайда ғана қолданылатын Эйлердің үшінші ауыстырмасы  түрінде болады.
Биномдық дифференциалды интегралдау
Бірқатар жағдайларда ыңғайлы ауыстырулар тауып алу нәтижесінде иррационалдық функцияны интегралдауды рационалдық функцияларды интегралдауға келтіруге болады. Бұл тәсілді рационалдау деп аталады.


 түріндегі интегралдар. Бұндағы m, n, p-рационал сандар, а және b –кез –келген 0-ден өзге нақты сандар, өйткені а=0 немесе b=0 болған жағдайда бұл интеграл қарапайым ғана интеграл болар еді. Интеграл астындағы мына:  шаманы биномдық дифференциал деп атайды.
Чевышевтың теоремасы. Анықталмаған интеграл



тек  сандарының ең болмағанда біреуі бүтін сан немесе нөл болғанда ғана рационалдық функцияның интегралына келеді, демек, алгебралық функция, логарифмдік функция мен тригонометриялық функция арқылы өрнектеледі. Егер бұл санның бірде-бірі бүтін сан табылмаса, биномдық дифференциалдай әдіс қолданылса да интегралданбайды.
Мысалдар.




1.    интегралын табу керек. Бұнда . Сондықтан  деп аламыз. Сонда     демек,



2.   интегралын табу керек.

Шешуі: бұнда m=-2, n=3, 




















9-дәріс. Риман анықталған интегралы
Анықталған интеграл
Жоспары:
1. Анықталған интегралдың анықтамасы.
2. Дарбудың қосындылары және олардың қасиеттері.
3. Анықталған интегралдың табылуының қажетті және жеткілікті шарты.
4. Үзіліссіз функцияның  интегралданатындығы
5. Ақырлы сан үзілісті нүктелері бар шенелген функцияның интегралданатындығы
6. Анықталған интегралдың қасиеттері
7. Интегралдың интегралдың жоғарғы шегі бойынша туындысы. 
Ньютон – Лейбниц формуласы

Анықталған интеграл. Бізге [a,b] сегментінде анықталған оң таңбалы  функциясы берілсін. Бұл функцияның графигі 1-суретте бейнеленген. Сонда  қисық сызығымен, OX-осімен және x=a, x=b түрлерімен қоршалған фигураны қисық сызықты трапеция деп атайды. Енді осы қисық сызықты трапецияның ауданын табайық. Осы мақсатпен [a,b] сегментін мына нүктелермен

                                   [image: C:\Users\User\Desktop\ьь - копия.jpg]  
1-сурет.
      п-бөлікке бөлейік те, осы нүктелерден АВ қисығына қарай перпендикулярлар тұрғызайық. Сонда АВСD  фигурасы п-вертикаль жолақтан тұратын болады. Әрбір жолақты шамамен табаны  биіктігі -ке тең тікбұрышты төртбұрыш деп қарауға болады. Осындай төртбұрыштың ауданы   болғандықтан, барлық сатылы фигураның ауданы          -ге тең, немесе                

болады. Бұл қосындыны [a,b] аралығында  функциясы үшін жазылған интегралдық қосынды деп атайды. 
Егер [a,b] аралығын басқаша бөліктерге бөлсек және  нүктелерін басқаша таңдасақ, онда осындай қосындының шексіз түрін жазуға болатыны өзінен-өзі түсікті.
тиянақты шегі бар болса және бәрі бірдей болса, онда сол шек жоғарыдағы қисық сызықты трапецияның ауданына тең болады, яғни 

Осы сияқты, енді физикадан айнымалы күштің атқаратын жұмысын табу есебін қарастырайық. Материалдық нүкте ОХ – осі бойынша бағытталған F=F(x) күшінің әсерінен a-дан b-ға дейін қозғалатын болсын. Сонда, жұмсалған А жұмысын табу үшін [a,b] кесіндісін  бөліктерге бөлеміз. Енді  аралығынан кез-келген бір ξi  нүктесін алып


шегі бар болса, онда  А санын айнымалы күштің жұмысы деп атайды. 
Анықтама. [a,b] aрaлығындa  функциясы берілсін.
   a) [a,b] кесіндісін кез-келген  нүктелерімен  бөліктерге бөлеміз (оны k-бөліктеуі деп aтaйық).
   б) Әрбір  бөліктен кез-келген  нүктелерін aлып  функциясының k-бөліктеуіне сәйкес интегрaлдық қосынды деп aтaлaтын 

 қосындыны құрaмыз.


тaбaмыз.
Егер оның тиянaқты шегі бaр болсa, ондa оны  функциясының [a,b] кесіндісіндегі aнықтaлғaн интегрaлы деп aтaлaды және былaй белгіленеді:

a және b сaндaры aнықтaлғaн интегрaлдың сәйкес төменгі және жоғaрғы шегі деп aтaлaды.
Aнықтaлғaн интегрaлдың aнықтaмaсын үзіліссіз функциялaр үшін фрaнцуз мaтемaтигі Коши, aл жaлпы жaғдaй үшін неміс мaтемaтигі Б.Ф.Римaн (1826-1866) енгізген. 
Сондықтaн, (2.4)-тегі интегрaлды Римaн интегрaлы, aл сондaғы  функциясын Римaн мaғынaсындa интегрaлдaнaтын функция деп aтaйды.
Осыдaн, үзіліссіз функция әрқaшaндa интегрaлдaнaтын функция болaды. (2.2),(2.3),(2.4) теңдіктерінен келесі қорытынды жaсaуғa болaды:
1) 
2) 
Кейбір жaғдaйлaрдa, осы ұғымдaр aнықтaлғaн интегрaлдың геометриялық және физикaлық мaғынaсы деп беріледі.




 функциясы  кесіндісінде анықталған және шенелген болсын. Онда ол әрбір [image: ] кесіндісінде де шенелген болады. Сондықтан  сондықтан  кесіндісінде функцияның төменгі шекарасы   мен жоғары шекарасы  бар. Енді мынадай қосындылар жасалық:                 


Бұл қосындылардың біріншісі Дарбудың төменгі қосындысы, екіншісі - жоғары қосындысы деп аталады.
Дарбу қосындылары және олардың қасиеттері 
Бірінші қасиеті. Бөліктеу нүктелеріне жаңадан нүктелер қосқаннан Дарбудың төменгі қосындысы кемімейді де, жоғарғы қосындысы өспейді.
Екінші қасиеті. Дарбудың әрбір төменгі қосындысы әрбір жоғарғы қосындысынан (тіпті жоғарғы қосынды басқа бір бөліктеуге сәйкес болса да) артық болмайды.










Егер    функциясы   сегментінде  шенелмеген функция болса,   нүктелерін таңдап алу арқылы қосындысының абсолюттік шамасын  керегінше үлкен етуге болады, демек бұл жағдайда  - ның ақырлы шегі болмайды. Олай болса,   функциясы  кесіндісінде  интегралданатын болу үшін оның сол сегментте шенелген болуы қажет. Бірақ  функциясына  қойылған бұл шарт жеткілікті емес, яғни  функциясының  – де шенелген болуынан оның сол сегментте интегралданатын функция болады деген қорытынды шықпайды. Мысалы, Дирихле функциясы






кез келген  кесіндісінде шенелген функция, бірақ ол интегралданбайды өйткені  кесіндісін қалайша бөліктесек те ол үшін =
болып шығады



Сондықтан - да - ның  нүктелердің алыну тәртібінен тәуелсіз шегі болмайды.
Дарбу қосындыларын пайдалана отырып шенелген функцияның анықталған интегралы бар болуының шартын табамыз.





Теорема.  функциясы  сегментінде интегралданатын функция болуы үшін -  да Дарбудың жоғарғы және төменгі қосындыларының айырымының шегі  нөлге тең болуы яғни  болуы қажетті және жеткілікті. 
Интегралданатын функциялардың кластары


Егер  функциясы  кесіндісінде үзіліссіз болса, ол функция сол кесіндіде интегралданатын болады.




Шынында,  функциясы  кесіндісінде үзіліссіз болғандықтан  ол бұл кесіндіде  бірқалыпты үзіліссіз болады. Демек, Кантор теоремасының салдары бойынша берілген ε>0 санына сәйкес δ>0 саны табылып,  кесіндісі болатын бөліктерге бөлінісімен-ақ барлық  болып шығады.
Бұл теңсіздікке байланысты





теңсіздігі шығады, демек, . Олай болса, - да үзіліссіз болатын  функциясының анықталған интегралы бар.


1.  кесіндісінде бірнеше үзіліс нүктелері бар шенелген  функциясы сол кесіндіде интегралданатын функция


2.  кесіндісінде шенелген және бір сарынды функциясы сол кесіндіде интегралданатын функция.


 кесіндісінде интегралданатын функциясының сол кесіндісің ақырлы сан нүктелеріндегі мәні өзгеретін болса, онан анықталған интегралдың бар болуы бұзылмайды да, шамасы өзгермейді.
Анықталған интегралдың негізгі қасиеттері
Ары қарай, біз тек интегралданатын функцияларды ғана қарастырамыз. 


1)  , - тұрақты.



2) Егер  кесіндісінде   болса, онда .







3) Егер  кесіндісінде  функциясы төменнен және жоғарыдан сәйкесінше  және  сандарымен шектелген болса, яғни, егер  кесіндісінде   теңсіздігі орындалса, онда  орынды.
Бұл тұжырымның дәлелдеуі бірінші және екінші қасиеттерден шығады. Бұл қасиеттер – анықталған интегралдың  жоғарғы және төменгі жағынан бағалануы деп аталады. 

Мысал 1.  интегралын бағалайық.


 болғандықтан,   болады. Бұдан,

                                                  .
4) Орта мән туралы теорема.




  функциясы    кесіндісінде үзіліссіз болсын, онда бұл кесіндіден   теңдігі орындалатындай  нүктесі табылады. . 


Бұл    мәні функцияның    аралығындағы орта мәні деп аталады.

5)  . 
Бұл қасиет  анықталған интегралдың модулын бағалау  деп аталады. 

6) Егер    теңсіздігі орындалса, онда 

.



7) Егер   болса, онда    интегралы деп       санын айтамыз.

8) Егер   а=в  болса,  онда =0.


 6-қасиет    сандары  қалай орналасса да ақиқат екендігін дәлелдеуге болады (егер интегралдың табылу шарты орындалса), яғни,    орындалуы міндетті емес. 
Интегралдың интегралдың жоғарғы шегі бойынша туындысы. 
Ньютон – Лейбниц формуласы

Жоғарыда айтылғандардан басқа, анықталған интегралдардың басқа да бірнеше негізгі  қасиеттері бар, біз оларды теоремалар түрінде берелік. 





 функциясы   кесіндісінде интегралданатын болсын және .   үшін жаңа  функциясын былай анықтайық:

.                                            (2.4)


Бұл жерде,  функциясы  кесіндісінде анықталған және жоғарғы шегі айнымалы интеграл деп аталады. Оның негізгі қасиетін орнатайық. 


Теорема 1. Егер  функциясы  кесіндісінде интегралданатын болса, онда аралығында үзіліссіз болса, онда (2.4) функциясы осы кесіндіде үзіліссіз.
Дәлелдеуі.   Онда (2.4) формуладан 




 функциясы  кесіндісінде интегралданатындықтан, ол осы кесіндіде шенелген, яғни барлық  үшін  орындалатындай  бар болады. Бұл теңсіздікті  –өрнегін бағалау үшін қолдана отырып, аламыз:

Осыдан кез келген  үшін  екені шығады, ал бұл F функциясының  кез келген нүктесінде үзіліссіз екенін білдіреді.

Теорема 2. Егер  функциясы  кесіндісінде интегралданатын және , нүктесінде үзіліссіз болса, онда 
                                                      (2.6)
функциясы  нүктесінде үзіліссіз және 
.
Дәлелдеуі. 

екенін көрсетеміз, мұнда 
Ол үшін  айырмасының модулін бағалаймыз.  және  байқай отырып, келесіні аламыз:


 берілген болсын.  функциясының  нүктесінде үзіліссіздігінен,  және  болатындай  бар болады, онда


Теорема 3 (Ньютон – Лейбниц формуласы).



 функциясы  аралығында үзіліссіз болсын және  функциясы осы аралықтағы оның алғашқы функциясы, онда 

.

Көбінде,    айырмасы қысқа түрде былай жазылады:

.

Интегралдау әдістері
Анықталған интегралда айнымалыны алмастыру
Теорема 1. [image: ] функциясының [image: ] кесіндісінде үзіліссіз туындысы бар және  [image: ] болсын, ал [image: ] функциясы  [image: ], [image: ] түрінде берілген әрбір [image: ] нүктесінде үзіліссіз болсын. Сонда 
[image: ]                                                                        (2.5)
теңдігі әрқашанда орындалады.
(2.5) формуласы анықталған интеграл үшін айнымалыны алмастыру формуласы деп аталады.
2- мысал. [image: ] интегралын есептеу керек. [image: ][image: ]
[image: ][image: ].
Анықталған интегралды бөліктеп интегралдау
Теорема 2. [image: ] және  [image: ] функцияларының [image: ] кесіндісінде үзіліссіз туындылары бар болсын. Онда [image: ].
Бұл теңдікті қысқаша түрде былай да жазуға болады
[image: ]                                                        (2.6)
(2.6) анықталған интегралды бөліктеп интегралдау формуласы деп аталады.
3−мысал.[image: ]
[image: ].









10 -дәріс. Анықталған интегралдың қолданылуы

Жоспар:
1. Қисық сызықты трапецияның ауданы
2. Қисықсызықты сектордың ауданы
3. Дененің көлемі
4. Айналу денесінің көлемі
5. Айналу бетінің ауданы


Қисықсызықты трапецияның ауданы


Анықтама. сегментінде теріс емес, үзіліссіз y=f(x) функциясының графигімен, х=а, x=b түзулерімен және  Ох осімен шектелген фигураны қисықсызықты трапеция  деп атаймыз. 
1. Қисықсызықты трапецияның ауданын келесі формула арқылы есептеуге болады:  

                                                                    

2. Егер АВСD қисықсызықты трапециясы  төменнен және жоғарыдан сәйкес 
функцияларының графиктерімен шенелген болса, (8-сурет) онда трапецияны FECD және FEBA фигураларының айырмасы ретінде қарап, ауданды мына формула бойынша есептейміз:


[image: ]
8-сурет. 
Ескерту. Егер үзіліссіз y=f(x) функциясы таңбасын өзгертетін болса, онда сәйкес фигураның ауданы Ох осінен төмен және жоғары орналасқан қисықсызықты трапециялардың аудандарының қосындысына тең болады және Ох осінен төмен орналасқан қисықсызықты трапецияның ауданын “-”, ал Ох осінен жоғары орналасқан қисықсызықты трапецияның ауданын “+” таңбасымен аламыз.





3. Егер , тұйық үзіліссіз қисығы t өзгергенде осы қисықпен шектелген аудан сол жақта қалып отырса, онда  мен   мәндерін  теңдеулерін шеше келе және айнымалыны ауыстыра отырып , мына формулалардың бірін  пайдаланамыз:







 Қисықсызықты сектордың ауданы




 қисығы полярлық координаталар жүйесінде үзіліссіз  функциясы   теңдеуімен берілсін.



Анықтама.  қисығымен және полярлық осьпен , бұрыштарын құрайтын екі сәулемен шектелген фигураның ауданы қисықсызықты сектор деп аталады.
 Қисықсызықты сектордың ауданын келесі формула бойынша есептеуге болады:



Дененің көлемі



Кеңістікте Ох осінің сегментіне проекцияланатын дене берілген. Осы денені Ох осіне перпендикуляр  нүктесі арқылы өтетін қалауымызша алынған жазықтықпен қиғаннан пайда болатын фигураның ауданын S(x) деп белгілейік. (16-сурет). Сонда дененің көлемін келесі формула бойынша анықтауға болады:

.         
                  [image: ]
16-сурет

 Айналу денесінің көлемі






           Анықтама. Оху жазықтығында  функциясы  сегментінде оң таңбалы және үзіліссіз болсын. Бүйірлерінен түзулерімен, төменнен сегментімен, ал жоғарыдан  функциясының графигімен шенелген қисықсызықты трапецияның Ох осін толық айналып шыққанда пайда болған денені айналу денесі деп атаймыз. 
Ох осін толық айналып шыққанда пайда болған айналу денесінің көлемін келесі формула арқылы есептеуге болады:



Егер қисықсызықты трапеция бүйірлерінен 



 түзулерімен,  төменнен , жоғарыдан функцияларының графиктерімен шенелген болса, онда қисықсызықты трапецияның Ох осін толық айналып шыққанда пайда болған дененің көлемін келесі формула арқылы есептеуге болады:


Егер қисықсызықты трапецияны жоғарыдан шенеп тұрған функция параметр түрінде берілген болса, онда қисықсызықты трапецияның Ох осін толық айналып шыққанда пайда болған дененің көлемін келесі формула арқылы есептеуге болады:




             Егер қисық  полярлық
координаталарымен берілсе, онда қисықсызықты трапецияның Ох осін толық айналып шыққанда пайда болған дененің көлемін келесі формула арқылы есептеуге болады:



            теңсіздіктерімен берілген қисықсызықты трапецияның Оу осін толық айналып шыққанда пайда болған дененің көлемін келесі формула арқылы есептеуге болады:


Егер қисықсызықты трапецияны жоғарыдан шенеп тұрған функция параметр түрінде берілген болса, онда қисықсызықты трапецияның Оу осін толық айналып шыққанда пайда болған дененің көлемін келесі формула арқылы есептеуге болады:



Егер қисық  полярлық
координаталарымен берілсе, онда сектордың полярлық осьті айналып шыққанда пайда болған дененің көлемін келесі формула арқылы есептеуге болады:


Егер қисықсызықты трапеция бүйірлерінен



түзулерімен, төменнен , жоғарыдан функцияларының графиктерімен шенелген болса, онда қисықсызықты трапецияның Оу осін толық айналып шыққанда пайда болған дененің көлемін келесі формула арқылы есептеуге болады:

.
Егер айналу денесі координаталық осьтерден басқа облысты қимайтын осьті айналудан пайда болатын болса, онда координаталар жүйесінің алмастыруын жаңа жүйеде координаталық осьтердің біреуімен сәйкес келетіндей қылып алады:


а) егер айналу осі берілген облысын қимайтын болса, онда осы осьті D фигурасы айналғанда пайда болатын дененің көлемі келесі формула бойынша анықталады:




б) егер айналу осі берілген облысын қимайтын болса, онда осы осьті D фигурасы айналғанда пайда болатын дененің көлемі келесі формула бойынша анықталады:




Ескерту. а) жағдайында осі жаңа Ох1 осі, ал б) жағдайында осі жаңа Оу1 осі болады. 

Айналу бетінің ауданы



Егер  функциясының  сегментінде  үзіліссіз туындысы бар болса, онда осы функцияның графигінің Ох осін айналғанда пайда болған беттің ауданын келесі формула арқылы есептеуге болады: 


,
мұндағы Р-айналу бетінің ауданы, ds-қисықтың доғасының элементі. (19-сурет)
[image: ]
19 – сурет

		
Қисықтың ұзындығы 




1. Егер функцияларының кесіндісінде үзіліссіз туындылары бар болса, онда  қисығы түзелетін қисық және оның ұзындығын  келесі формула бойынша анықтауға болады:






2. Егер  қисығы  функциясы арқылы беріліп және кесіндісінде үзіліссіз туындысы бар болса, онда  қисығы түзелетін қисық және оның ұзындығын  келесі формула бойынша анықтауға болады: 







3. Егер  қисығы  полярлық координаталармен анықталып және функциясының сегментінде үзіліссіз туындысы бар болса, онда  қисығы түзелетін қисық және оның ұзындығын  келесі формула бойынша анықтауға болады: 





	4. Егер  функцияларының кесіндісінде үзіліссіз туындылары бар болса, онда  қисығы түзелетін қисық және оның ұзындығын  келесі формула бойынша анықтауға болады:
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