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Тізбекті жазып берудің  жиі қолданылатын тәсілдері  мыналар:

1)Аналитикалық тәсіл. Бұл тәсілді қолданғанда n нөмері бойынша  тізбектің сәйкес мүшесін табу үшін формула жазылып көрсетіледі.

2)Рекуренттік тәсіл. Бүл тәсілді қолданғанда  тізбектің біріншісі беріледі және осы тізбектің белгілі бір немесе бірнеше  алғашқы мүшелері  бойынша кез – келген мүшесін табу үшін формула беріледі.

       Мысал. а) кез – келген n ≥ 2 үшін ; б) кез – келген n ≥ 2 үшін 
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 тізбектерінің  берілген алдыңғы мүшесі бойынша   оның кез – келген мүшесін табуға мүмкіндік береді. Тізбектің рекуренттік тәсілмен берілуі шапшаң есептейтін элетрондық  есептеуіш машиналармен жұмыс істегенде аса қолайлы келеді.

3) Баяндап беру тәсілі. Бұл тәсілді қолданғанда  тізбек элементтері баяндап айтылатын болады. Бұл жағдайда тізбектің жалпы мүшесі үшін формула да, немесе оның мүшелері үшін рекуренттік қатыс та белгісіз болуы мүмкін. Келесі тізбектерді қарастырайық: 

а) 2,3,5,7,11,...; б) 2;  2,2;  2,23;  2,236;  2,2361;  ...  Бұл тізбектерді  былайша баяндайды: бірінші тізбек жай сандар тізбегі, ал екіншісі - 
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 саны үшін кемімен алынған ондық жуықтаулар тізбегі.
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Анықтама (шенелген тізбек). 
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Анықтама. Егер 
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Анықтама: (тізбектің шегі).
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Анықтама. Егер тізбектің ақырлы шегі бар болса, онда тізбек жинақты тізбек деп аталады. 

Теорема. 
Жинақты тізбектің тек бір ғана шегі бар. 

Анықтама.  Егер 
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Теорема (Тізбек жинақтылығының қажетті шарты). 

Егер 
[image: image43.wmf]{

}

+¥

=

1

n

n

x

 тізбегінің ақырлы шегі бар болса, онда ол шенелген тізбек болады. 

Ескерту. Кері тұжырым дұрыс емес. 

Мысалы: 
[image: image44.wmf]{

}

,...

1

,

0

,

1

,

0

 . 
Анықтама. (тізбектің шегі).

[image: image45.wmf]{

}

+¥

=

1

n

n

y

: 
[image: image46.wmf](

)

$

Î

R

a

 және 
[image: image47.wmf]0

>

"

e

 санына 
[image: image48.wmf](

)

$

Î

N

N

e

 тізбектің нөмірлері 
[image: image49.wmf]e

N

n

>

 қанағаттандыратын


[image: image50.wmf](

)

e

<

-

"

a

y

y

n

n

:

 теңестіру орындалатын болса, => а саны 
[image: image51.wmf]+¥

®

n

   
[image: image52.wmf]{

}

+¥

=

1

n

n

y

 тізбектің шегі деп аталады,  
[image: image53.wmf]a

y

n

n

=

+¥

®

lim

 символ ы арқылы белгіленеді. Сонымен 


[image: image54.wmf]a

y

n

n

=

+¥

®

lim

 
[image: image55.wmf]<=>

 
[image: image56.wmf]e

e

e

<

-

<

-

<=>

<

-

a

y

a

y

n

n

  
[image: image57.wmf]<=>

>

"

e

N

n



[image: image58.wmf],

e

e

+

<

<

-

a

y

a

n

  
[image: image59.wmf]e

N

n

>

"

 

( а-ң 
[image: image60.wmf]e

 маңайының ішінде жатуы керек)
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Ақырлы шегі бар тізбек жинақталатын тізбек деп, ал шегі болмайтын жинақталмайтын тізбек деп аталады. 
Шегі бар тізбектердің қасиеттері
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Анықтама(ақырсыз аз шама).  
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Тақырыбы: Бір айнымалыдан тәуелді функцияның шегі   

Жоспар 

1.Функцияның нүктедегі ақырлы шегі;  
2.Шектерге амалдар қолдану; 

3. Функцияның ақырлы шегінің бар болуы туралы Коши критерийі; 
4. Бірсарынды функциялар. 

Функцияның нүктедегі ақырлы шегі 
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1. Функцияның үзіліссіздігінің анықтамасы;    

2. Үзіліс нүктелерінің түрлері;  

3. Үзіліссіз функцияларға амалдар қолдану; 

4. Үзіліссіз функциялардың қасиеттері; 

5. Больцано мен Кошидің теоремалары; 
6. Вейерштрасс теоремалары; 

7. Кантор теоремасы; 

8. Күрделі функция және оның үзіліссіздігі; 
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 сегментінің бүкіл бойында үзіліссіз функция.

Осымен теорема дәлелденді.

Сөйтіп, егер күрделі функция жасайтын берілген екі функциялық тәуелділіктің екеуі де үзіліссіздікті белгілесе, күрделі функцияда үзіліссіз. Индукция әдісін пайдаланып, бұл теореманы үшб төрт не одан да көп буыннан тұратын күрделі функцияға қолдану қиын емес. Басқаша айтқанда: егер күрделі функция жасаудағы әрбір буындағы тәуелділік үзіліссіз болса, күрделі функция да сөзсіз үзіліссіз функция болады.

Мысалдар.
1. Функцияның үзіліссіздігі 

Егер f(x) функциясы x=a, нүктесінде үзіліссіз болмаса, онда f(x) функциясы осы нүктеде үзілісті деп атайды. Суретте  төрт функцияның x=a нүктесінде екеуі үзіліссіз, екеуі үзілісті функциялардың сүлбісі берілген.
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	x = a үзіліссіз
	
	x = a үзілісті
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	x = a үзіліссіз
	
	x = a үзілісті
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1-мысал. Функцияның үзіліссіздігінің анықтамасын 
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2-мысал. Функцияның үзіліссіздігінің анықтамасын пайдаланып, x=a нүктесінде үзіліссіздігін дәлелдеу керек: 
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Шешуі. Гейне бойынша үзіліссіздікті былай жазуға болады:
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Мұнда Δx және Δy − 2-суретте көрсетілген аз өсімше болып табылады. Берілген функция үшін x=a нүктесінде келесі теңдікитер дұрыс
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Сонымен,
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Сонымен, функция x=a нүктесінде үзіліссіз болады. 
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2. Функцияның үзіліс нүктелерінің классификациясы 

2-мысал. Функцияны үзіліссіздікке, сол жақты және оң жақты үзіліссіздікке зерттеп, үзіліс нүктесінің түрін анықтау керек 
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Шешуі. х≠1  болғанда функцияны  
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Ендеше, х=1 мәнінде функция үзілісті, себебі функцияның шегі  бұл нүктедегі функциияның мәніне тең емес. х=1 нүктесі  функцияның жөнделетін үзіліс нүктесі болады (3-сурет). 
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 функциясын үзіліссіздікке зерттеу керек, оң жақты және сол жақты үзіліссіздікке және үзіліс нүктесінің түрін анықтау керек. 

Шешуі. Функцияның анықтамасынан х-тің бүтін емес барлық мәндерінде үзіліссіз екендігі шығады, ал 
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Әрбір 
[image: image976.wmf]n

x

=

 нүктесінде оң жақты шек функцияның осы нүктедегі мәніне тең. Ендеше  әрбір 
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4-мысал. Функцияны үзіліссіздікке зерттеу керек, оң жақты және сол жақты үзіліссіздікке және үзіліс нүктесінің түрін анықтау керек. 
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Шешуі. Функцияның ноль нүктесіндегі сол жақты және оң жақты шектерін есептейік   
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Егер ең болмағанда екі шектің біреуі (сол жақты немесе оң жақты шек) болмаса немесе шексіздікке тең болса, онда нүкте екінші текті үзіліс нүктесі деп аталады. Бұл берілген фунция үшін  
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Сол жақты шек 
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 нүктесінде функцияның осы нүктедегі мәніне тең болады. Онда функция   
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 нүктесінде сол жақты үзіліссіз.  х-  тің қалған мәндерінде функция үзіліссіз. ( 4 - сурет). 

[image: image2222.wmf](

)

x

y


4- сурет

5-мысал. Функцияның үзіліс нүктелерін табу керек:

[image: image985.png]£ (x) =aretg—
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Шешуі. Берілген функция  x = 0 нүктесінен басқа барлық  x, үшін анықталған. Осы нүктедегі біржақты шектерін табамыз.

[image: image986.png]1
lit_ arctg = = arctg( -
gyt

fim_arctg - arctg (+) -
Jim arctg

SH




x=0 нүктесінде бірінші текті үзіліс нүктесі болатыны көрініп тұр (5-сурет).
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	5-сурет
	
	6-сурет


	6-мысал. Функцияның үзілісті нүктелерін табу керек:
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Шешуі. Функция 
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Екі жақты шектерінің ақырлы мәні болғандықтан, 
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 нүктесінде бірінші текті үзіліс нүктесі болады. Функцияның сүлбесі 6-суретте көрсетілген.


3. Үзіліссіз функциялардың қасиеттері 

Функциялардың суперпозициясының үзіліссіздігі туралы теорема негізінде қарастырылады. 
5-мысал. Функцияны үзіліссіздікке зерттеу керек 
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Шешуі. Бөлімдегі әрбір қосылғыш х- тің әрбір мәнінде үзіліссіз функция, себебі екі үзіліссіз функцияның көбейтіндісі. Екі үзіліссіз функцияның қосындысы үзіліссіз функция. Бөлшектің бөлімі де х- тің әрбір мәнінде үзіліссіз функция, себебі екі үзіліссіз (х3 + 1) және  sin3 х функциядарының көбейтіндісі. Бөлім  х= - 1 және  х = 
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6-мысал. Функцияны үзіліссіздікке зерттеп, графигін салу керек  
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Шешуі. х≤-1 мәндерінде функция анықталмаған. 
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 Функцияның графигі 7-суретте кескінделген. 
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7-сурет

4- дәріс 
Тақырыбы: Бір айнымалы функцияның дифференциалдық есептеуі 

Жоспар 

1. Функцияның туындысы;    

2. Туындының геометриялық және механикалық мағынасы;  
3. Дифференциалдау ережелері; 

4. Элементар функциялардың туындылары;
5. Кері функцияның туындысы; 
6. Функцияның дифференциалы. Дифференциал формасының инварианттығы; 

7. Тейлор формуласы және оның қолданылуы. 

Функцияның туындысы 
Анықтама. 
[image: image1005.wmf](

)

x

f

 функциясының 
[image: image1006.wmf]0

x

 нүктесінің бір маңайында анықталсын. 
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2. Тейлор формуласы. Егер: 

1) f(x) функциясы 
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 сегментінде анықталған болса; 

2) f(x) функциясының сегментте үзіліссіз 
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(Лагранж формасындағы қалдық мүше), немесе  
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(Коши формасындағы қалдық мүше).
Мысалдар.
1. Туындының анықтамасын қолданып туынды табу

1-мысал. Туындының анықтамасын қолданып, 
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Шешуі. Туындының анықтамасын қолданып, келесіні аламыз:  
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2-мысал. Туындының анықтамасын қолданып, 
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2. Функцияның біржақты туындылары 

3-мысал. 
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Сол жақты және оң жақты туындылар әртүрлі, сондықтан функцияның 
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Фунциялардың туындыларын дифференциалдау ережелерін және элементар функциялардың кестесін қолданып есептеу  келтірумен шектелеміз. 
4-мысал. 
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Шешуі. Функцияны логарифмдеп, аламыз 
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5-мысал. 
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)

(

)

(

)

2

1

1

3

2

2

3

+

-

+

-

=

x

x

x

f

 функциян дифференциалдау керек.
Шешуі. Функцияны дифференциалдау ережесін пайдаланып, формулаларды қолдана отырып, 
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6-мысал. Дифференциалдау керек:
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Шешуі. 
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7-мысал. Дифференциалдау керек 
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Шешуі. Бұл есептің шартында негізі мен дәреже көрсеткіші 
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Біздің мысал үшін
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4. Күрделі функцияның туындысы 

8-мысал. 
[image: image1190.wmf])
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 функциясының туындысын есептеу керек.

Шешуі. Күрделі функцияның туындысының формуласын қолданып,  аламыз 
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Нәтиженің мағынасы мынада: 
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5. Кері функцияның туындысы. Параметр арқылы берілген функцияның туындысы. Айқындалмаған функцияның туындысы. 

1) Кері функцияның туындысы. Егер 
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9-мысал:  Функцияға кері функциясының туындысын табу керек:
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2) Айқындалмаған функцияның туындысы. Егер 
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5- дәріс 

Тақырыбы: Жоғарғы ретті туындылар мен дифференциалдар   

Жоспар 

1. Функцияның туындысы;    

2. Туындының геометриялық және механикалық мағынасы;  
3. Дифференциалдау ережелері; 

4. Элементар функциялардың туындылары;

5. Кері функцияның туындысы; 

6. Функцияның дифференциалы. Дифференциал формасының инварианттығы; 

7. Тейлор формуласы және оның қолданылуы. 

Функцияның жоғарғы ретті туындысы  
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Теорема (Лейбниц формуласы). 
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Функцияның графигін салу үшін жүргізілетін зерттеу

1) анықталу облысын табу; 
2) ерекшеліктерін (периодтылық, жұп не тақ, таңбаның сақталуы) атап өту, функцияның графигінің координаталар осьтерімен қиылысу нүктелерін табу; 
3) функцияның анықталу облысының шектік нүктелеріндегі мәнін табу, не болмаса, олардың маңайында функцияның қалай өзгеретінін зерттеу, функцияны үзіліссіздікке зерттеп, бар болса, үзіліс нүктелерін тауып, үзілу түрлерін анықтау; 
4) көлбеу асимптоталарды табу (вертикаль және горизонталь асимптоталар 3 пункте анықталады) не олардың жоқ екендігіне көз жеткізу; 
5) функцияның өсу, кему аралықтарын тауып, локальді, глобальді экстремумдарды анықтау; 
6) функцияның дөңес  және ойыс аралықтарын тауып, иілу нүктелерін анықтау керек. 
Соңында, осы зерттеулердің нәтижесін пайдаланып, функцияның графигінің эскизін салу керек. 

Мысалдар.
Лопиталь ережелері бойынша анықталмағандықтарды ашу

1)  
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 түріндегі анықталмағандық 

3-мысал. Лопиталь ережесін қолданып, шекті есептеу керек 
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Шешуі. 
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 түріндегі анықталмағандық.  Лопиталь ережесін қолданып, аламыз 
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Лопиталь ережесін бір рет қолданып, қайтадан 
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4-мысал. Лопиталь ережесін пайдаланып, шекті табу керек
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Шешуі. Мұнда 
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Лопиталь ережесін пайдаланып, логарифмнің шегін есептейік (мұнда 
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 түріндегі анықталмағандық).
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5-мысал. 
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 түріндегі анықталмағандықты алдық. Лопиталь ережесін 
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 рет қолданы, аламыз 
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6-мысал. Функцияның шегін табу керек: 
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Шешуі. Берілген шек 
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 түріндегі анықталмағандықты береді. Лопиталя ережесі оған қолданылмайды, себебі туындылардың қатынасының шегі, яғни 
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Берілге шекті есептеу үшін алымды бөлімге мүшелеп бөлеміз 
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 Функцияны зерттеу ережесі  және оның графигін салу 

1-мысал. Функцияны зерттеп, сүлбісін салу керек.
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Шешуі. 1) функцияның анықталу облысы: 
[image: image1620.wmf]1

x

¹

.

2) Функция жұп та емес, тақ та емес, периодты да емес.

3) 
[image: image1621.wmf]1

=

x

-функциияның үзіліс нүктесі, функцияның үзіліссіздік аралықтары: 
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4) Функцияның нөлдері және  тұрақтылық интервалы 
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5) Функцияның өсу және кему интервалы. Экстремум нүктелері.
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6) Функцияның графигінің дөңестік және ойыстық интервалы. Иілу нүктелері.
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7) Функцияның графигінің асимптоталары.
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Көлбеу асимптоталарын табамыз 
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[image: image1643.wmf]0
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 - горизонталь асимптота.

8) Зерттеу нәтижелерін қолданып, функцияның графигін саламыз. 
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2-мысал. 
[image: image1645.wmf]1
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 функциясының графигін салу керек.

Шешуі. 1) функцияның анықталу облысы: 
[image: image1646.wmf]0
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2) Функция жұп та емес, тақ та емес, периодты да емес.

3) Функцияның нөлдері және  тұрақтылық интервалы 
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4) Функцияның өсу және кему интервалы. 
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Экстремум нүктелері  жоқ.

5) Функцияның графигінің дөңестік және ойыстық интервалы. Иілу нүктелері.
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Екінші туындының таңбасын зерттейміз.
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6) Функцияның графигінің асимптоталары.
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Көлбеу асимптоталарын табамыз 
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7) Зерттеу нәтижелерін қолданып, функцияның графигін  саламыз. 
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3-мысал. Функцияны толық зерттеп, графигін салу керек
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Шешуі. Функцияның графигін салу үшін осы бөлімнің теориясында өткен схеманы пайдаланамыз.

1) Функцияның анықталу облысын табамыз.

Функция, 
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 нүктесінен басқа нүктелерде анықталған және үзіліссіз. Сондықтан,
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2) Мәндер облысы 
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3) Функцияның жұп, тақ екенін зерттейміз:
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Функция тақ та, жұп та емес, яғни графигі ордината осіне де, координата басына да симметриялы емес.
4) Функцияның координата өстерімен қиылысу нүктелерін табамыз. 
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 Сонымен, функция графигі өстермен 
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 нүктелері арқылы өтеді.

5) Критикалық нүктелерін табу үшін бірінші ретті туындысын табамыз:
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6) Монотонды аралықты, экстремумдарын, иілу нүктесін, дөңес және ойыс аралықтарын табамыз.

Кесте құрайық.
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Кестеде көрсетілгендей (-3,0) нүктесі – максимум нүктесі, (11,28) – минимум нүктесі.

Екінші ретті туындысын табамыз:
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7 дәріс

Бір айнымалыдан тәуелді функцияның интегралдық есептеуі

1. Анықталмаған интеграл

Жоспары:

1. Алғашқы бейне ұғымы.
2. Анықталмаған интеграл ұғымы.
3. Анықталмаған интегралдың негізгі қасиеттері.
4. Бөліктеп интегралдау.
5. Айнымалыны ауыстыру арқылы интегралдау.

Ғылым мен техниканың түрлі-түрлі салаларындағы көптеген  мәселелерді шешу туындысы берілген функцияны табуға әкеліп соқтырады. Ізделіп отырған [image: image1727.wmf])
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Анықталмаған интеграл. Айталық, [image: image1730.wmf]f

 және [image: image1731.wmf]F

 функциялары қандай бір шекті немесе шексіз [image: image1732.wmf]1
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 сан аралығында анықталған функциялар болсын.

Анықтама.  Егер бір [image: image1733.wmf]X
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теңдігі орындалса, онда [image: image1737.wmf])
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Теорема.  Егер [image: image1749.wmf]X

 аралығындағы [image: image1750.wmf])
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мұндағы [image: image1766.wmf]ò

-интеграл белгісі, [image: image1767.wmf]x
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Интеграл астындағы функцияның анықталмаған интегралын табу амалын қысқаша интегралдау амалы дейміз. Сонымен, жоғарыда айтылғандай интегралдау амалы дифференциялдау амалына кері амал болып табылады.
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Анықталмаған интегралдың қасиеттері:

1°Анықталмаған интегралдың туындысы интеграл астындағы функцияға, ал дифференциалы интеграл астындағы өрнекке тең болады.
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2°Дифференциалдың анықталмаған интегралы дифференциалданған функция мен кез-келген тұрақтының қосындысына тең, яғни
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Төмендегі интегралдар анықталмаған интегралдың кестесі деп аталады. Берілген функцияның интегралын табу немесе интегралдау үшін алдымен интеграл астындағы функцияны өрнектеп, түрлендіріп және интегралдау әдістерін қолданып, интеграл кестесінің біріне келтіруіміз керек. Содан соң осы кестені пайдаланып, берілген функцияның алғашқы бейнесін табамыз. Демек, төменгі анықталмаған интегралдың кестесін білу өте қажет. Біз төменде элементар функциялардың интеграл кестесін келтіреміз:
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2 Интегралдау әдістері

Бөліктеп интегралдау
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 Айнымалыны ауыстыру арқылы интегралдау

Егер дифференциалдық есептеуде функцияның  әр түріне  сәйкес олардың  туындыларын табудың әдістерін көрсете алған болсақ, интегралдық  есептеуде алған болсақ, интегралдық есептеуде берілген функция үшін алғашқы функция табудың жалпы әдісін көрсету мүмкін емес. Функцияны интегралдаудың қиындығы міне осында. Алайда алғашқы функциялар табуға мүмкіншілік беретін әр түрлі әдістер бар. Сол әдістердің бірі интеграл астындағы өрнектің аргументін ауыстыру болып табылады. Бұл әдістің мағынасы мына леммада баяндалады.
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теңдігі орындалады.

Осы леммаға сүйеніп, айнымалыны ауыстыру жолымен интегралдаудың  мына екі ережесін келтіруге болады:
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8 дәріс
Рационал және иррационал функцияларды интегралдау
1 Рационал функцияларды интегралдау
Жоспары:
1. Бүтін рационалдық функцияны интегралдау

2. Дұрыс бөлшек рационалдық  функцияны интегралдау

3. Рекурренттік формуланы қорыту
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Егер алымы да, бөлімі де көпмүшеліктер болатын [image: image1869.wmf])
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Түріндегі жай бөлшектердің қосындысына қалай жіктеуге болатындығы жоғары алгебра курсынан бізге белгілі.
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  бөлшегін интегралдау осы жай бөлшектерді интегралдауға келтіріледі.
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деп түрлендіріп алғаннан кейін соңғы интегралға бөліктеп интегралдау әдісін қолдансақ,
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2 Иррационалдық функцияларды интегралдау

Жоспары:
1. [image: image1893.wmf]dx
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 түріндегі интеграл
2. Эйлер алмастырулары
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Бірқатар жағдайларда ыңғайлы ауыстырулар тауып алу нәтижесінде иррационалдық функцияны интегралдауды рационалдық функцияларды интегралдауға келтіруге болады. Бұл тәсілді рационалдау деп аталады.

Интеграл. [image: image1896.wmf]ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

dx

d

cx

b

ax

x

R

n

,

 түрінде берілген. Бұнда  [image: image1897.wmf]n

 –натурал сан, символ [image: image1898.wmf]R

 жақшаның ішіндегі шамаларға тек рационалдық амалдар ғана қолданылатынын бейнелейді.
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болады да, қарастырып отырған интеграл
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Түріндегі айнымалы [image: image1902.wmf]t

 - ның рационалдық функциясының интегралына ауады.

Эйлер алмастырулары
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Айнымалыны Эйлердің екінші ауыстырмасы деп аталатын [image: image1912.wmf](
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 формуласы бойынша ауыстырамыз.
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 болған жағдайда ғана қолданылатын Эйлердің үшінші ауыстырмасы [image: image1914.wmf]xt
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Биномдық дифференциалды интегралдау
Бірқатар жағдайларда ыңғайлы ауыстырулар тауып алу нәтижесінде иррационалдық функцияны интегралдауды рационалдық функцияларды интегралдауға келтіруге болады. Бұл тәсілді рационалдау деп аталады.
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9 дәріс

Анықталған интеграл

1 Анықталған интеграл


Жоспары:

1. Анықталған интегралдың анықтамасы.
2. Дарбудың қосындылары және олардың қасиеттері.
3. Анықталған интегралдың табылуының қажетті және жеткілікті шарты.
4. Үзіліссіз функцияның  интегралданатындығы
5. Ақырлы сан үзілісті нүктелері бар шенелген функцияның интегралданатындығы
Анықталған интеграл. Бізге [image: image1938.wmf][

]
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 сегментінде анықталған оң таңбалы [image: image1940.png]


 функциясы берілсін. Бұл функцияның графигі 1-суретте бейнеленген. Сонда [image: image1941.wmf](
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 қисық сызығымен, [image: image1942.wmf]OX

-oсімен және [image: image1943.wmf]a

x

=

, [image: image1944.wmf]b
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 түрлерімен қоршалған фигураны қисық сызықты трапеция деп атайды. Енді осы қисық сызықты трапецияның ауданын табайық. Осы мақсатпен  [image: image1945.wmf][
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1-сурет.

      [image: image1948.wmf]n

-бөлікке бөлейік те, осы нүктелерден [image: image1949.wmf]AB

 қисығына қарай перпендикулярлар тұрғызайық. Сонда [image: image1950.wmf]ABCD

 фигурасы [image: image1951.wmf]n

-вертикаль жолақтан тұратын болады. Әрбір жолақты шамамен табаны [image: image1952.wmf]i
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 болғандықтан, барлық сатылы фигураның ауданы [image: image1956.wmf](
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болады. Бұл қосындыны  [image: image1958.wmf][

]
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 аралығында [image: image1959.wmf])
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функциясы үшін жазылған интегралдық қосынды деп атайды. 

Егер [image: image1960.wmf][

]
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 аралығын басқаша бөліктерге бөлсек және [image: image1961.wmf]i

x

 нүктелерін басқаша таңдасақ, онда осындай қосындының шексіз түрін жазуға болатыны өзінен-өзі түсікті.[image: image1963.png]



Егер [image: image1964.wmf]0
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Осы сияқты, енді физикадан айнымалы күштің атқаратын жұмысын табу есебін қарастырайық. Материалдық нүкте [image: image1966.wmf]OX

– осі бойынша бағытталған [image: image1967.wmf])

(

x

F

F

=

 күшінің әсерінен [image: image1968.wmf]a

-дан [image: image1969.wmf]b

-ға дейін қозғалатын болсын. Сонда, жұмсалған [image: image1970.wmf]A

 жұмысын табу үшін [image: image1971.wmf][
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  бөліктерге бөлеміз. Енді [image: image1973.wmf])
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 аралығынан кез-келген бір [image: image1974.wmf]i
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(2.3)

шегі бар болса, онда  А санын айнымалы күштің жұмысы деп атайды[image: image1978.wmf][

]
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Анықтама. [image: image1979.wmf][

]
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 aрaлығындa [image: image1980.wmf])

(

x

f

y

=

 функциясы берілсін.

   a) [image: image1981.wmf][
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кесіндісін кез-келген [image: image1982.wmf][
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 бөліктерге бөлеміз (оны k-бөліктеуі деп aтaйық).

   б) Әрбір [image: image1984.wmf][

]
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 бөліктен кез-келген [image: image1985.wmf](
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функциясының k-бөліктеуіне сәйкес интегрaлдық қосынды деп aтaлaтын 
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 қосындыны құрaмыз.

c) [image: image1988.wmf]0
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ұмтылдырып интегралдық интегралдық қосындының шегін табамыз. Егер оның тиянaқты шегі бaр болсa, ондa оны [image: image1989.wmf])
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 функциясының [image: image1990.wmf][

]

b

a

,

кесіндісіндегі aнықтaлғaн интегрaлы деп aтaлaды және былaй белгіленеді:
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(2.4)

[image: image1992.wmf]a

 және [image: image1993.wmf]b

 сaндaры aнықтaлғaн интегрaлдың сәйкес төменгі және жоғaрғы шегі деп aтaлaды.

Aнықтaлғaн интегрaлдың aнықтaмaсын үзіліссіз функциялaр үшін фрaнцуз мaтемaтигі Коши, aл жaлпы жaғдaй үшін неміс мaтемaтигі Б.Ф.Римaн (1826-1866) енгізген. 

Сондықтaн, (2.4)-тегі интегрaлды Римaн интегрaлы, aл сондaғы [image: image1994.wmf])
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функциясын Римaн мaғынaсындa интегрaлдaнaтын функция деп aтaйды.

Осыдaн, үзіліссіз функция әрқaшaндa интегрaлдaнaтын функция болaды. (2.2), (2.3), (2.4) теңдіктерінен келесі қорытынды жaсaуғa болaды:
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Кейбір жaғдaйлaрдa, осы ұғымдaр aнықтaлғaн интегрaлдың геометриялық және физикaлық мaғынaсы деп беріледі.
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 функциясы [image: image1997.wmf][

]
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 кесіндісінде анықталған және шенелген болсын. Онда ол әрбір [image: image1998.wmf][

]
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 кесіндісінде де шенелген болады. Сондықтан [image: image1999.wmf][

]
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 сондықтан  кесіндісінде [image: image2000.wmf](
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функцияның төменгі шекарасы   мен жоғары шекарасы  бар. Енді мынадай қосындылар жасалық:   
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Бұл қосындылардың біріншісі Дарбудың төменгі қосындысы, екіншісі - жоғары қосындысы деп аталады.
Дарбу қосындылары және олардың қасиеттері 

Бірінші қасиеті. Бөліктеу нүктелеріне жаңадан нүктелер қосқаннан Дарбудың төменгі қосындысы кемімейді де, жоғарғы қосындысы өспейді.
Екінші қасиеті. Дарбудың әрбір төменгі қосындысы әрбір жоғарғы қосындысынан (тіпті жоғарғы қосынды басқа бір бөліктеуге сәйкес болса да) артық болмайды.

Егер  [image: image2002.wmf](
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  функциясы  [image: image2003.wmf][

]
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 сегментінде  шенелмеген функция болса,[image: image2004.wmf]K
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нүктелерін таңдап алу арқылы [image: image2005.wmf]s

қосындысының абсолюттік шамасын  керегінше үлкен етуге болады, демек бұл жағдайда  [image: image2006.wmf]s

- ның ақырлы шегі болмайды. Олай болса, [image: image2007.wmf](
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 функциясы [image: image2008.wmf][

]
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 кесіндісінде  интегралданатын болу үшін оның сол сегментте шенелген болуы қажет. Бірақ [image: image2009.wmf](
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 функциясына  қойылған бұл шарт жеткілікті емес, яғни [image: image2010.wmf](
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 функциясының [image: image2011.wmf][

]

b

a

,

 – де шенелген болуынан оның сол сегментте интегралданатын функция болады деген қорытынды шықпайды. Мысалы, Дирихле функциясы
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кез келген [image: image2013.wmf][
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 кесіндісінде шенелген функция, бірақ ол интегралданбайды өйткені [image: image2014.wmf][

]
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 кесіндісін қалайша бөліктесек те ол үшін [image: image2015.wmf]s
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болып шығады. Сондықтан [image: image2017.wmf](
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- ның [image: image2019.wmf][
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 нүктелердің алыну тәртібінен тәуелсіз шегі болмайды.

Дарбу қосындыларын пайдалана отырып шенелген функцияның анықталған интегралы бар болуының шартын табамыз.

Теорема. [image: image2020.wmf](
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 функциясы [image: image2021.wmf][

]
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 сегментінде интегралданатын функция болуы үшін [image: image2022.wmf](
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2 Анықталған интегралдың негізгі қасиеттері

Жоспар:

1. Анықталған интегралдың қасиеттері

2. Интегралдың интегралдың жоғарғы шегі бойынша туындысы. 

3. Ньютон – Лейбниц формуласы

Анықталған интегралдың қасиеттері

Ары қарай, біз тек интегралданатын функцияларды ғана қарастырамыз. 
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Ньютон – Лейбниц формуласы
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Теорема 2 (Ньютон - Лейбниц).
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3 Интегралдау әдістері
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1. Анықталған интегралда айнымалы ауыстыру 

2. Анықталған интегралды бөліктеп интегралдау

Анықталған интегралда айнымалыны алмастыру

Теорема 1. [image: image2096.wmf])

(

t

x

j

=

 функциясының [image: image2097.wmf][

]

b

a

,

 кесіндісінде үзіліссіз туындысы бар және [image: image2098.wmf])

(

),

(

b

j

a

j

=

=

b

a

 болсын, ал [image: image2099.wmf])

(

x

f

y

=

 функциясы [image: image2100.wmf])

(

t

x

j

=

, [image: image2101.wmf][

]

b

a

,

Î

t

 түрінде берілген әрбір [image: image2102.wmf]x

 нүктесінде үзіліссіз болсын. Сонда 

[image: image2103.wmf]ò

ò

=

b

a

j

j

dt

t

t

f

dx

x

f

b

a

)

(

))

(

(

)

(

'

                                       (2.5)

теңдігі әрқашанда орындалады. 

(2.5) формуласы анықталған интеграл үшін айнымалыны алмастыру формуласы деп аталады.
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Анықталған интегралды бөліктеп интегралдау
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Бұл теңдікті қысқаша түрде былай да жазуға болады
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(2.6) анықталған интегралды бөліктеп интегралдау формуласы деп аталады.

3−мысал
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4 Анықталған интегралдың қолданылуы

Жоспар:

1.  Қисық сызықты трапецияның ауданы

2. Қисықсызықты сектордың ауданы
3. Дененің көлемі

4. Айналу денесінің көлемі

5. Айналу бетінің ауданы

Қисықсызықты трапецияның ауданы

Анықтама.[image: image2114.wmf][
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1. Қисықсызықты трапецияның ауданын келесі формула арқылы есептеуге болады:  
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8-сурет. 
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 Қисықсызықты сектордың ауданы
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Егер қисықсызықты трапецияны жоғарыдан шенеп тұрған функция параметр түрінде берілген болса, онда қисықсызықты трапецияның [image: image2167.wmf]x
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Егер қисықсызықты трапецияны жоғарыдан шенеп тұрған функция параметр түрінде берілген болса, онда қисықсызықты трапецияның [image: image2175.wmf]y
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Егер қисықсызықты трапеция бүйірлерінен [image: image2179.wmf]b
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функцияларының графиктерімен шенелген болса, онда қисықсызықты трапецияның [image: image2182.wmf]y

O

 осін толық айналып шыққанда пайда болған дененің көлемін келесі формула арқылы есептеуге болады:
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 фигурасы айналғанда пайда болатын дененің көлемі келесі формула бойынша анықталады:
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 фигурасы айналғанда пайда болатын дененің көлемі келесі формула бойынша анықталады:
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 Айналу бетінің ауданы
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19 – сурет

Қисықтың ұзындығы
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